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Lu liant la téanct du 10 mars 1844. 


Les deux célèbres Mémoires sur la distribution de Iclectricité à la 
surface des corps parfaitement conducteurs, présentés par Poisson en 
1812 et 1 8 1 3 à l’Académie des Sciences de Paris, renferment le prin- 
cipe général du véritable équilibre électrique, qui, désormais, avec la 
loi de Coulomb , doit servir de base à la solution de tous les problèmes 
d'électricité statique, quelle que soit d'ailleurs la cause qui retient l’électri- 
cité libre à la surface des corps conducteurs. La masse de la matière élec- 
trique et la figure qu’elle affecte sont les seuls élémens pris en considération. 

Peu importe, pour la solution ( du problème qui nous occupe, de sa- 
voir, que la figure de la couche électrique est maintenue en équilibre 
par la pression de l’air, ou celle de l’éther; ou par une action particulière 
de la matière pondérable du corps conducteur , d’une manière qui nous 
est inconnue. C’est ainsi, par exemple, que pour calculer l'attraction 
d’un ellipsoïde liquide, nous pouvons, à la rigueur, nous passer de savoir 
«pie la force centrifuge, née de sa rotation, est celle «pti associée avec- 
la pesanteur maintient la figure ellipsoïdale de la masse. Et à l’égard des 
expériences par lesquelles, dans ces dernières années, «juelques Physi- 
ciens ont cru pouvoir démolir le principe dont nous parlons, je me 
bornerai à dire «ju’elles ne me paraissent pas avoir nécessairement la 
seule interprétation «pii leur a été attribuée. Il faudrait établir les équu- 
tions relatives lu ces expériences d’après le principe de Poissos, et dé- 
montrer ensuite que les conditions ainsi exprimées sont incompatibles 
avec les résultats de l'observation. Alors les Géomètres seraient forcés 
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iTy renoncer, en attendant ta découverte d’un autre point d'appui pour 
une théorie mathématique. Un tel travail n’ayant pas été fait, Di essayé 
avec succès, que je sache, j’ai repoussé toutes les objections d’un autre 
genre, et dans ce Mémoire j’ai adopté, sans restriction, la loi de Coit.omk 
et le principe de l’équilibre électrique, tel qu’il a été défini cl développé 
par Poisson. 

L’application qu’il en a faite au cas particulier où il s’agit de deux 
sphères conductrices électrisées, mises en coutact, ou séparées par un 
grand ou un petit intervalle, quoique conduite avec une admirable ana- 
lyse, est loin d’élre, sous plus d’un rapport, complète. Par un examen 
approfondi l’an reconnaît que , malgré le mérite incontestable de ces 
deux Mémoires de Poisson, la question avait besoin d’étre entièrement 
reprise, soit pour conduire à son dernier terme la solution sous forme 
finie , soit pour rectifier plusieurs résultats qui ne sont pas une exacte 
conséquence des équations fondamentales. En outre il fallait offrir uu 
système de formules susceptibles d'une plus facile rédaction numérique. 
Mais c’était un grand pas, relni d’avoir soumis à l'analvse algébrique 
une des branches de la physique expérimentale qui semblait se refuser 
à toute déduction théorique rigoureuse. Si le principe fondamental peut 
être saisi d’un coup d'œil, il y a, il faut l'avouer, une énorme distance 
entre ce point de départ et l’ensemble des conséquences variées qu’il 
recèle dans sou énoncé; par, simple, et dégagé de toute action de lu 
matière pondérable sur la matière constituante le fluide électrique. Pour 
les luire ressortir , et donner ainsi raison de l'expérience ( ce (pi doit 
arriver si ie principe est vrai en lui-même) il faut souvent employer 
des artifices de calcul qui ne sont pas faciles à imaginer. Et on trouve 
dans les deux Mémoires de Poisson déjà cités plusieurs résultats pour 
lesquels il faut s’engager dans des recherches d'analyse détournées et 
épineuses, si l’on veut acquérir des notions claires sur le mode «le leur 
existence- 

Je sens que cela peut être inutile peur la plupart des Physiciens , 
qui , contens d’avoir une idée du principe de l'équilibre électrique et 
des principales conséquences qui peuvent s’en déduire sans le secours 
de l'expérience, sc bornent à lire les deux préfaces de Poisson, où ils 
trouvent tout ce qui peut les intéresser. Celte facilité, offerte par fauteur 
lui-méme, cache en quelque sorte le mérite de la difficulté vaincue; et 
là, où il y a une théorie profonde à admirer, il est pénible de voir qu’on 
{misse se faire illusion , et croire qne l'effort du génie mathématique n’a eu 
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d'autre effet que celui (le produire d’une manière savante la simple confir- 
mation des expériences et des lois établies par Coclomb. Mais les Phy- 
siciens-Géomètres conviendront aisément, que la singularité de l'analyse 
employée par Poisson mérite toute leur attention. Et c’est par une 
méditation long-temps continuée sur ce sujet, que j'ai trouvé les prin- 
cipaux résultats dont je vais rendre compte dans ce préambule. Pour 
plus de clarté je distinguerai les trois cas qui peuvent se présenter 
lorsqu'on demande les lois generales de la distribution de l'électricité 
entre deux sphères. 

Le premier est celui où les sphères sont mises en contact: le second 
lorsqu’elles sont séparées par un intervalle quelconque : le troisième 
cas est celui où les surfaces des deux sphères en présence sont séparées 
par un intervalle fort petit en comparaison de la distance des deux 
centres. Ce troisième cas, quoiqu’il ne soit qu'une variété du second, 
exige un développement spécial pour mettre en évidence les modifi- 
cations lout-à-fait remarquables que la circonstance de la petitesse de 
l’intervalle fait subir aux formules générales. 

Afin de rattacher celte théorie à une autre dé jù connue j’ai com- 
mencé par faire voir dans le premier Chapitre de ce Mémoire, que les 
formules primitives peuvent être immédiatement dérivées des formules 
relatives à l'attraction des sphéroïdes, données par Lapi.ace dans le 
second Volume de la Mécauiquc Céleste. Cette application est permise, 
puisque la raison inverse du carré de la distance est ( comme pour la 
matière pondérable) la loi de l’attraction cl de la répulsion entre les 
élémens d’une masse de fluide électrique. 

Je me suis attaché à démontrer d'une mauière qui me parait nou- 
velle et rigoureuse le principe que l'on énonce en disant : que la dif- 
férence des répulsions électriques sur deux points placés sur la même 
normale, l’un très-près de la surface extérieure cl l'antre très-près de 
la surface intérieure, est proportionnelle à l'épaisseur de la couche élec- 
trique. La démonstration synthétique de Laplace ne peut être admise 
sans l’appui de plusieurs développeinens propres à faire cesser les objec- 
tions que l’on pourrait élever contre les hypothèses sur lesquelles elle 
se fonde. J'ai ensuite remarqué que les considérations employées pour 
démontrer ce principe pouvaient éclairer la théorie du plan cTépreu ce, 
si heureusement imaginé par Coulomb : mais le Mémoire étant déjà 
terminé, j'ai consigné dans une addition placée à la fin ce développe- 
ment ultérieur des §§ fil et IV- 



6 MÉMOIRE SUR LA DISTRIBUTION DE l’ÊI.ECTRICITÊ ETC. 

Après avoir établi les deux équations fondamentales aux différences 
finies et variables qui expriment les conditions de l'cquilibrc électrique 
entre les deux sphères , quelle que soit la distance de leurs centres , 
j'ai commencé le second Chapitre par l’intégration de ces équations 
pour le cas particulier où les sphères sont mises en contact. La mé- 
thode que j’ai employée pour cela , si dans le fond elle est la meme 
que celle imaginée par Poisson, je puis dire que je l’ai reproduite ici 
d'une manière nouvelle et propre à rendre plus facile et plus lumi- 
neuse la marche du calcul et celle des transformations qui se succèdent. 

Pour faciliter autant que possible la comparaison de cette théorie 
avec l’observation j’ai réuni plusieurs séries convergentes propres à cal- 
culer les épaisseurs moyennes et les épaisseurs maximum des deux 
couches électriques. Ces dernières ont lieu, pendant le contact, aux deux 
points qui lui sont diamétralement opposés: et les premières succèdent 
au contact , lorsque l'on sépare les deux sphères de manière que chacune 
d’elles, maintenue isolée , puisse emporter la quantité totale d’électricité 
dont elle était recouverte et la retenir uniformément distribuée. 

On a par la des formules fort commodes pour calculer, en fonction de 
la quantité totale de l’électricité primitivement communiquée à l’une et 
à l'autre sphère , le rapport suivant lequel cette quantité totale se par- 
tage entre les deux sphères: ce qui peut être utile pour varier les ex- 
périences sans être géne dans le choix des rayons. J’ai même calculé 
une petite table, où l’on pourra prendre immédiatement ce rapport, 
lorsque celui des rayons sera donné par une fraction rationnelle assez 
simple. Celte table placée vers la fin du Mémoire (*) est précédée d’une 
autre table qui rend très-facile le calcul des épaisseurs maximum. 

La loi de l’épaisseur variable de la couche électrique qui recouvre 
deux sphères en contact peut être exprimée par trois séries distinctes. 
La première est particulièrement opplicablc aux points qui avoisinent 
ceux opposés au point de contact. La seconde, au contraire, ayant ex- 
plicitement lu propriété de devenir nulle au point de contact, offre plus 
d’avantage pour exprimer la loi de cette épaisseur aux environs de ce 
point. Ces deux séries remarquables sont tout-à-fait nouvelles. Poisson 
avait seulement reconnu l’existence de la troisième qui , généralement 
parlant, s'applique aux points de la couche placés entre les extrêmes. 

Au reste, on peut aussi exprimer cette loi sous forme finie, par des 
intégrales definies. Poisson avait trouvé le principe propre à celte trans- 

(•; Vojei J XXVII, page 311. 
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formation: mais ia complication de l'expression lai avait paru devoir 
rendre ce résultat théorique inutile. Cependant un examen attentif m’a 
fait découvrir que l'on pouvait simplifier considérablement le résultat 
primitif, et l’on verra dans ce Mémoire, que la formule est en elle- 
inème fort remarquable et susceptible d’être évaluée par les quadratures 
avec plus de facilité qu’on ne l'aurait d'abord espéré. 

Chaque terme de la troisième série dont je viens de parler est 
un radical de la forme 

(//■+• B cos. $) ; 

6 désignant la distance angulaire du point que l'on considère sur la 
surface d’une des deux sphères au point de contact. Le calcul numé- 
rique de cette série pour une valeur donnée de B est fort pénible ; et 
d'autant plus que l'angle $ est plus petit. A l’aide d’une équation tran- 
scendante facile à former, on peut connaître a priori combien de termes 
on doit calculer pour avoir une approximation donnée. Et ce nombre 
est, en général, assez grand pour imprimer un sentiment de frayeur. 
Par exemple, pour un point placé à 3o° du point de contact de deux 
sphères égales, il faut calculer au moins no termes de la série si l’on 
veut que le résultat soit exact à un millième près. Ajoutons à cela , 
qu’il y a même un point où la série cesse d’être convergente; ce (pii ar- 
rive aux environs du poiut de contact. Alors on croit d’abord pouvoir 
sauver la difficulté en mettant chaque radical sous la forme 

B(i — cos.ff)|~‘ , 

pour les développer ensuite suivant les puUsnnces entières et positives 
du sinus verse. Et c’est effectivement ainsi que Poisson a opéré la 
transformation au N.* 38 de son premier Mémoire. Mais , sans faire at- 
tention à ln nature intime de la fonction qu’il s’agissait de développer, 
il a borné le développement de chaque radical aux deux premiers termes, 
et rien n'indique qu'il ait remarqué, ni 1 impossibilité de la forme pré- 
supposée, ni la loi générale qui a lieu pour la somme de tous ces dé- 
veloppemens dont le nombre est inûni. Cette limitation aux deux premiers 
termes a été la cause radicale d’une interprétation erronée , qui, pen- 
dant plusieurs semaines , a tourmenté mon imagination. Voici en quoi 
elle consiste. 

Poisson voyant que chacun des deux termes qu’il avait ainsi calculé 
était nul , s'est hâté d’en tirer la conséquence que l'épaisseur de la couche 



8 MÉMOIRE SUR LA DISTRIBUTION DF. I.’ÊLECTMCITÉ ETC. 

électrique était développable par une série dont le premier terme significatif 
devait être le produit d’un coeflicient numérique par le carré de i — cos.5. 
Kt comme, tacitement, il supposait la série légitime à l’égard delà forme, 
et même convergente, il croyait avoir de la sorte démontré par la théorie 
le fait observé par Coulomb; savoir, que l’épaisseur de la couche élec- 
trique était presque inscusible jusqu’à une assez grande distance du point 
de contact. Mais, sans contester le fait , on pouvait démontrer qu’il y 
avait illusion dans cette manière de l'expliquer. Car, en calculant le 
troisième terme de la série , lequel a pour facteur le carré du sinus 
verse , on le trouve composé de plusieurs quantités, qui par une des- 
truction mutuelle donnent un résultat exactement nul. De sorte que , 
en transportant à ce point l’argument de Poisson , on en conclurait que 
la série dont il s’agit commence pour un terme de l’ordre du cul>e du 
sinus verse ; ce qui semblerait devoir rendre encore plus lent l’accrois- 
sement de l’épaisseur de la couche depuis le point de contact. Mais 
cette conséquence ne serait pas moins illusoire que la précédente. Pour 
s’en convaincre il n’y a qu’à calculer le quatrième terme pour voir qu’il 
est également nul. Et cela arrive aussi pour les termes ultérieurs par 
une étonnante combinaison entre les différentes quantités, qui, associées 
aux nombres flcmoulliens , composent ces coefficiens. 

En lisant ce Mémoire l’on verra que la cause radicale de cette sin- 
gularité tient à ce que la véritable forme de la série par laquelle la 
fonction dont il s’agit est développable , doit contenir les puissances 
négatives et fractionnaires du sinus verse , et non les puissances posi- 
tives: ou bien, les puissances négatives et fractionnaires d'un binôme 
de la forme i -+-/>( i —cos. 6). C’est de quoi on peut avoir une idée 
plus claire par la simple inspection des équations (121) et (127) don- 
nées, pour la première fois, dans ce Mémoire. L’on rencontre ici une 
es|>èce de phénomène d’analyse semblable à celui que présente la for- 
mule propre à exprimer la température des couches de la Terre à une 
petite profondeur, comparativement à son rayon, pour l'époque très- 
éloignée de nous , où la température de l’espace traversé par le système 
solaire était à son maximum. Si l’on voulait développer celte fonction 
suivant les puissances descendantes de la profondeur, on trouverait égaux 
à zéro les termes successifs de la série (*). 

Cependant le fait observé par Coulomb étant incontestable, nous en 
avons trouvé l’explication dans notre série (127) qui, pour une distance 

Vojci p. 37 du Supplément à U Théorie de U Chaleur pur Poiuor. 
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angulaire de 10’ du point de contact., donne dans le cas des sphères 
égales, par exemple, une intensité <pii est à peine la millième partie 
de l’intensité moyenne. Et certes, d'aussi faibles intensités électritpies 
devaient paraître insensibles d’après la manière dont elles étaient ob- 
servées par C011.OMB. 

J’ai terminé le second Chapitre en donnant les détails du calcul qui 
sont à l’appui de celte explication. Cela était d’autant plus nécessaire 
qu'il fallait faire voir qu’il 11’y a aucune similitude entre la véritable 
formule , et la formule empirique par laquelle Coui.owa croyait aussi 
expliquer la lenteur du même accroissement (*). 

Le troisième Chapitre renferme la solution du problème pour lr ras 
où les deux sphères électrisées seraient séparées par un intervalle quel- 
conque. Ici, l'intégration des deux équations de l'équilibre électrique a 
été faite par un procédé tout-ù-fait analogue à celui du contact. Un 
examen attentif lait sur la forme du résultat m’a fourni des formules 
nouvelles, ù la fois générales et explicites, propres à résoudre avec plus 
de facilite, par les séries, le cas particulier où les surfaces des deux 
sphères électrisées en présence sont à une grande distance; ou, du 
moins, sont placées de manière que le rayon de la plus petite est fort 
au-dessous de la distance de son centre à la surface de la plus grande. 
Ce cas est le plus simple de tous, sous le rapport de l’expression ana- 
lytique. Poisson l’avait traité dans son premier Mémoire; et j’ai perfec- 
tionné la solution qu’il en avait donnée en découvrant la loi par la- 
quelle on forme les termes successifs de la série qui s’y rapporte. Ce 
perfectionnement rend manifeste l’avantage du principe à l’aide duquel, 
par une simple permutation entre les lettres, on peut adapter à la 
seconde sphère les formules trouvées pour la première. Ce principe, 
naturel à prévoir, se trouve démontré a priori dans le sixième para- 
graphe de mon Mémoire , tandis que Poisson l a présenté comme une 
conséquence de l'intégration déjà exécutée (**). 

Les formules générales, dont je viens de parler, ont la forme con- 
venable pour démontrer a priori le fait, qui* l’influence mutuelle entre 
deux sphères séparées ne saurait augmenter la masse algébrique de 
l'électricité |>ositive et négative répandue sur leurs surfaces. Celte dé- 
monstration rapportée vers la fin du § XVIII a l’avantage d’être toul-à- 
fait explicite , et de n’avoir pas besoin que l'expression de l’épaisseur 


(*) Voyez pjçe 455 du Vulumc de l' Académie de* Sciences de l’ari* , pour l’année ITH". 
(”) Votez la page 74 de *ca premier Mémoire , et le* page* $3 et $4 du «eeoud- 
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électrique soit, préalablement , réduite en une série composée de termes 
semblables b ceux dont Laplace a fait la base de su Théorie de la 
figure et de la Chaleur de la Terre , si justement estimée par les 
Géomètres. 

Mais ces mêmes formules générales subissent une modification remar- 
quable, lorsque les surfaces des deux sphères électrisées après avoir été 
mises d'abord en contact sont séparées pour être replacées a des dis- 
tances diverses. Alors, la circonstance, que les épaisseurs moyennes et 
primitives des deux couches cesse d’être arbitraire donne lieu à des 
formules nouvelles qui deviennent la base de l'explication, comme de la 
mesure , des expériences faites par Coulomb avec des sphères inégales, 
graduellement séparées du coutact pour être amenées à une distance 
telle, où il voyait que l'électricité devient de nouveau nulle, non sur 
les deux sphères mais seulement sur la plus petite des deux, au point 
même qui avait été en contact avec la plus grande. La formation et la 
solution de l'équation qui doune a priori la distance entre les surfaces 
où ce phénomène a lieu , présentait une difficulté assez grande que je 
ne puis clairement indiquer ici; mais en lisant les §§ XX, XXI et XXII 
l’on verra où elle prend sa source et de quelle manière elle a été sur- 
montée. C’est un problème qni avait échappé aux recherches profondes 
de Poisson; car il dit, dans le préambule de son second Mémoire: « il 
h parait difficile de déterminer cette distance a priori, lorsque les rayons 
» des deux sphères que l'on sépare sont donnés ». Toutefois, afin d'offrir 
aux Physiciens toute la facilité possible, pour vérifier et varier les expé- 
riences de ce genre que Coulomb croyait « propres à jeter du jour sur 
» cette matière », j'ai terminé le § XXII par une petite table où l’on 
pourra prendre celte distance pour plusieurs valeurs de la fraction qui 
exprime le rapport des rayons des deux sphères. 

Considérant ensuite que les séries appliquées à la solution des pro- 
blèmes précédens étaient impuissantes, lorsque la distance des surfaces 
devient fort petite , et même évauouissantc , je les ai transformées de 
mnnière à pouvoir, en général, exprimer l'épaisseur de la couche élec- 
trique sous forme finie par des intégrales déGnies. Ce problème avait 
été in abstracto résolu par Poisson dans son second Mémoire ; mais il 
fallait encore franchir une grande distance pour faire disparaître le signe 
imaginaire et arriver aux formules nouvelles que l’on trouvera dans le 
§ XXIII de ce Mémoire; on verra que ces formules sont dignes de fixer 
l'attention par la symétrie, ci même par la simplicité de leur forme. 
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Toutefois elles deviennent incomparablement pins simples à l’égard des 
i|uatre points placés sur la ligne des centres, ainsi que je le fais Toir 
dans le § XXIV. 

Je me suis attaché à élaborer ces dernières formules, pareeque c’est 
par elles que j’ai pu développer dans le quatrième et dernier Chapitre 
les lois tout-à-fail remarquables de l’électricité à la surface de deux sphères 
conductrices séparées par un petit intervalle , eu considérant , pour les 
points les plus rapprochés et les plus éloignés, les deux cas qui peuvent 
se présenter : c’est-à-dire , celui de la séparation qui précède le contact, 
et celui de la séparation qui aurait lien après le contact. 

J’ai trouvé pour le premier de ces deux cas les formules de Poisson , 
abstraction faite d’une correction qui me parait duc à une méprise dr 
calcul (*). J'ai donné à ces formules une forme propre à faciliter les 
applications qu'on en voudrait faire, comme on peut le voir par les 
équations (35t) et la Table qui les accompagne. Cela peut être utile 
pour comparer la théorie avec l'observation des distances, qui, avec, ou 
sans l'interposition d'une lame de verre ou de toute autre substance 
isolante différente de l’air atmosphérique , précèdent immédiatement la 
rupture de l’équilibre électrique et l’apparition de l’étincelle. 

Mais en considérant ce qui se passe après le contact, l'accord qui 
a lien pour des sphères inégales entre mes formules et relies de Poisson, 
cesse de subsister pour le cas particulier oà les deux sphères sont égales 
et également électrisées. Ici en bornant d’abord les développemens aux 
termes de la quatrième puissance de la variable 5 qui règle l’approxi- 
mation, j’ai trouvé que la série do la forme 

W-|- A”d‘-t-ctc. , 

qui représente l’épaisseur de la couche électrique, était telle que l'on 
avait I =o, À’ = o , taudis que Poisson a trouve k=o et 


tao . Log. 3 

dans la |>agc io5 de son second Mémoire. Mais je fais voir que cela 
tient à une erreur de calcul qu’il a commise à la page 83. D’après cela 
il devenait nécessaire de calculer le terme suivant k" à * , et en exécu- 
tant ce calcul j'ai obtenu pour k" un coefficient numérique négatif. De 
là j’ai conclu qu'il faudra concevoir que, immédiatement après la sé- 
paration de deux sphères égales, il y a, par influence, décomposition 

(*) Vu»ci 1rs éqaatioos (324), (325) et la page 273 
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d’une partie de l'électricité naturelle et affluence d'électricité contraire 
vers les points qui étaient primitivement en contact; ec qui est une 
conséquence de la théorie opposée a celle énoncée par Poisson à la 
page 106 de son second Mémoire. Cet exemple prouve qu’il est par fois 
difficile de tirer des mêmes équations fondamentales les véritables con- 
séquences qu’elles recèlent. Je puis en offrir une nouvelle preuve en 
ajoutant que dans le XXVIP"** et dernier paragraphe j’obtiens, pour les 
intensités électriques des points les plus éloignés qui ont lieu après le 
contact, deux expressions où la variation est logariütmique et non pro- 
portionnelle a la petite distance qui sépare les deux surfaces, ainsi que 
Poisson l’avait affirmé en finissant son second Mémoire. Au reste je ne 
puis donner ici une idée exacte de tous les résultats qui sc trouvent 
dans le dernier Chapitre : on ne peut absolument en prendre connais- 
sance que par une complète lecture. Je dois en dire autant ù l’égard 
de deux Notes placées à la fin du Mémoire. La première offre le calcul 
des expériences faites par Couuomb avec plusieurs sphères électrisées 
mises en contact, desquelles il expose les détails dans le Volume de 
l’Académie des Sciences de Paris pour l'année 1788. La seconde Note, 
qui serait mieux placée à la tête de ce Mémoire, contient une démons- 
tration nouvelle sur la loi fondamentale de la répulsion électrique. J'ai 
voulu faire voir par une analyse, qui me paraît fort simple, que le seul 
fait général de l’électricité libre , toujours amenée par couches disposées 
en équilibre à la surface des corps conducteurs, suffit pour démontrer 
a prioriy que la loi de cette force doit être la raison inverse du carré 
de la distance. C’est ainsi que , d’après les faits généraux qui s'observent 
dans les diff'ércns cas d'équilibre qui ont lieu sous l’action mutuelle des 
courans voltaïques, on peut, sans aucune mesure effective, déterminer 
le signe et la valeur absolue des deux constantes qui entrent dans la 
formule primitive découverte par Ampère. 

J’espère que les Géomètres surmonteront un jour les difficultés que 
présente la distribution de l'électricité à la surface des corps conducteurs 
d’une figure différente de la sphérique. Peut-être on trouvera des for- 
mules, où la loi de cette distribution y sera empreinte avec cette ad- 
mirable simplicité qui préside souvent aux lois de la nature. La compli- 
cation est ordinairement inhérente a la limitation, et même aux défauts 
des premières conceptions humain es. Une méditatiou continuée et bien 
dirigée soulève enfin le voile qui couvrait les formes algébriques qui ont 
l'avantage d’être à la fois les plus simples et les plus générales. 
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CHAPITRE PREMIER 

EXPOSITION DES FORMULES GÉNÉRALES. 


§ I. 


En empruntant les formules de Laplace sur l'attraction et la repulsion 
des sphéroïdes peu différons d'une sphère , il résulte du théorème dé- 
montré dans la page 37 du second volume de la Mécanique Céleste , 
que l'action d'une couche sphéroïdalc sur un [>oint qui lui est extérieur 
sera nulle, si les rayons vecteurs r" et r' de sa surface extérieure et 
intérieure sont tels que l’on ait; 


(■) r' , =a'+«.u'ir ( , r t-r' t ,r»-Jf"tn-+-ï"( t )-»-etc.| , 

<’> r'-«+«.-|t'.r M H-F' w 4-5r' tll +ÿr’ M + elc.| . 


La dilférence r" — r 1 de ces deux rayons, sera 


r"—r'=(a'—a)+-*(a!—a)r\, ) - t - a ( a , “ „ " * K',„-t-ete. : 


«loue, si l’on fait a' — a=zb, Ion aura , en mettant eu eviileure le fac- 
teur commun b ; 


i - J 


r" — r'=b< 


d'a-*-a' a'-x-a') t , 

‘ H t , 


<*>“ 


-etc. 


La dilférence a'— a étant de l'ordre de petitesse de la quantité « , 
c'est-à-dire de l'excentricité du sphéroïde, l’on peut ici faire a —a dans 
les termes multipliés par a, puisque, dans cette théorie, l'on néglige 
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le carré de a. Alors, en posant pour plus de simplicité , y—i r — r', 
il viendra ; 

(3) j«6^«6jr^ a r w ^3r W H-4r w ^-ci€.|. 

Telle est l'expression (que Poisson obtient dans la page 24 du I er 
Mémoire) de l'épaisseur de la couche électrique en équilibre sur la sur- 
face du sphéroïde ayant r" pour le rayon vecteur de sa surface extérieure. 

Je préfère cette démonstration , pareeque , elle est une conséquence 
immédiate d’une théorie déjà connue. 

La masse de cette couche, c’est-à-dire la quantité d’électricité qu'elle 
contient, sera exprimée par la double intégrale 

* JS 

a'‘.'jyj's\n$'.dS’.du' ; 

e o 

où & et a' désignent les deux angles qui déterminent les coordonnées 
polaires d’un rayon vecteur quelconque correspondant ù l'épaisseur y . 
Cette masse sera vitrée ou résineuse suivant que le signe qui l'aflcete 
sera positif ou négatif. Mais , f" ( .j est , comme l’on sait , une fonction 
de ces deux angles telle que l’on a 

K î* 

^yV'..)Sin5'.rf5'.rf4i'=o ; 

O O 

donc, la masse de la couche sera toujours exprimée par 4 na ,a b. De 
sorte que, elle est indépendante des quantités variables V iy etc.: 

et sa valeur est équivalente à celle d’une couche sphérique très-inince 
qui aurait a pour rayon et b pour épaisseur constante. 

§ il 

Pour avoir la valeur de V relative à faction de la même couche 
sur un point extérieur placé à la distance x de son centre de gravité ; 
c'est-à-dire, la somme des molécules électriques que contient la couche 
divisées , respectivement , par leurs distances à ce point , il faudra ap- 
pliquer la formule (3) posée dans la page 3o du second Volume de la 
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Mécanique Céleste; ce qui revient à considérer la couche comme la dif- 
férence de deux sphéroïdes dont les rayons vecteurs de leurs surfaces 
sont r" et r\ D’après cette manière de voir nous avons d’abord 



et eu mettant en évidence le facteur commun b , l’on aura 


r= ^ (a n -h a «*) ■+• 4 « ir b . a' («'■•+• a a'-t- a'*) | 


• 4 




K' 

* s 


(a*+a n a-*-at'a % -+-«* ) — 


a 

-t- ^ - a ~ - (a'"'-t-a ,|, ii-t- . 

«i 


-a*)— ^ 

Ç).r 






-♦-etc. 


Ai lucllcmciit , si I ou tu i t a'=a duos les termes multiplies par a , 
l oti aura 


( 4 ) 


y 


4 n ah 

JC 


« *+• « 





-H etc. 



ce qui s'accorde avec la valeur de V que l'on voit dans la page a(5 
du Mémoire déjà cité. 

Pour avoir les trois composantes rectangulaires de la force qui agit 
sur le point déterminé par les trois coordonnées polaires x f 0 et q, il 
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I<> 

faudra déduire de la formule (4) les trois quantités 

-L(iL\ i_Æ\ 

\dxj ’ x \ dO J ’ xsinfi V du J 

Mais nous n'entrerons pas dans le détail des conséquences que l’on 
peut déduire de la considération de ces forces. IN’ous rappelerons seule- 
ment que l’on tire de là et de l'équation (3), après avoir fait x=r" 
et supprimé les termes qui seraient multiplié, par le carré de a; 

(5) • 


De sorte que cette composante de la force répulsive dirigée suivant 
le rayon vecteur r", est, à la surface extérieure du sphéroïde, propor- 
tionnelle en chaque point à l'épaisseur y de la couche. C’est d’après 
cette propriété que l’on peut, expérimentalement, évaluer le rapport 
des épaisseurs de la couche électrique qui ont lieu sur deux points donnés 

de sa surface. Cette variabilité du coefficient différentiel — (£) fait 

un contraste frappant avec la valeur constante que reçoit V pour tous 
les points de la surface. En effet, si l'on fait x — a dans les termes 
multipliés par a, la formule (4) donne d’après l'équation (i); 


4ira’i r” , L 

1 = - . — = 4 a«o. 


a+b ' 


c’est-à-dire une quantité constante égale à ^r.ab , en négligeant le carré 
île b. 


§ ni. 


Pour obtenir les deux valeurs de V que l’on voit dans la page 35 
du Mémoire de Poisson , il suffit de supprimer la partie due à la sphère 
du rayon a dans les formules (3) cl (4) , posées dans les pages 3o et 36 
du second Volume de la Mécanique Céleste. En outre, il faut observer 
que le facteur commun a . a est censé compris dans les fonctions jr., J’,, 
etc. Alors l’on a, comme Poisson; 

(6) n -hr = « -+-/j -+-etc. 
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pour le rayon recteur de la surface extérieure de la couche; et 


(7) ••• 

.. r=4i :a 


r 1 | 

i 

(8) ... 

tyr.a 

| a a 

a ' I 

X 


-p^-.-t-e te. J ; 


pour les râleurs de V qui se rapportent, respectivement, à son action 
sur un point intérieur ou extérieur. 

S'il était question d’une couche ayant 

a -t-y = « -¥jr, •+■/, -+*/i ■+■ de- , 

pour les rayons vecteurs de sa surface extérieure et intérieure, les mêmes 
formules de la Mécanique Céleste, donneraient 

y=t\«a )(/.—/.')•+■ —y ,)-l-etc. | , 

y =~\ (/.— rD+sî'J'— 7.’)-*- et c- 1 • 

Mais, en faisant z.=y„ — J J ; «.sey, — j! ; s,=y, — y x ; etc. l’on 
pourra considérer les fonctions z „ , s,, s, etc. comme assujetties à la 
même forme et aux mêmes propriétés que celles désignées par y t , y , , 
, etc. C’est re qui derient manifeste par la seule inspection de l’ex- 
pression générale de ces fonctions explicitement donnée par Lkcïndre 
dans la page 70 du second Volume de scs Exercices rie Calcul Intégral. 
Par le rapprochement des équations (6) et (7) il est facile d’en conclure , 
que l’épaisseur y de la couche peut toujours être déterminée par la 
fonction V et son premier coefficient différentiel pris par rapport à x. 
En effet ; en dillérentiant par rapport i> x les deux membres de l’équa- 
tion (y), et multipliant ensuite par sr, il est évident que l’on a l’équation 
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Comme Tou a évidemment V — V , il est clair que le changement de 
signe du premier membre dans le passage de l’équation (g) à l’équation ( 10 ) 

doit dériver d’une différence absolue entre les deux quantités et ; 


ce qui tient à la nature des forces exprimées par ces coefliciens différentiels. 

L’équation (g) constitue un principe fondamental dans cette théorie . 
puisque , par son moyen, la recherche de l’épaisseur y de la couche 
est concentrée dans celle de la fonction V , relative à son action sur 
1rs points qui lui seraient intérieurs. La masse de la couche dépend 
aussi de cette même fonction, puisque en faisant x = o l'équation (y) 
donne. aV =- f \Tt a jr a j c’est-à-dire la masse de la couche d’après ce qui 
a été démontré dans le premier §. 

Pour la clarté des idées, il importe de ne pas perdre de vue, que 
les deux séries (y) et (8) résultent de la meme intégrale déGnie déve- 
loppée de deux manières différentes, aGn d’avoir une série convergente 
propre au calcul de la quantité V, soit pour les cas de x<_a , soit 
pour les cas de x>a. L’expression unique de y est, en négligeant les 
quantités de l’on ire du carré de l’épaisseur y de la couche ; 
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p p j' sin 5'. dO'.d'J 


<«.) •••• y 


où y représente une fonction quelconque de 6' et u' qui ne devient 
pas infinie entre les limites de l’intégration, et 


p = cos 0 . cos 0 '-t- sin 0 . sin 9'. cos (a — o>' ) . 


dF 


(ia) 


De là l’on tire pour l’eipression unique de ; 

* a* 

— ^5^ysin0'.d0'i/«' 


„ dF 
r+ixj- 
ax 


f* jy*in 0'.d0'«/u' 

JJ ('-'î-'+py 


Or y on ne peut remplacer ce radical unique et toujours positif par 
des séries convergentes sans observer que Ton a 


a x n x* .. x' n x m _ 

i/ ; ■ ■ H — , 

\ a — iax.p-*-x u a a* a m 1 


pour les cas où — < i ; et 


Ÿu * — aflx./J+Æ 


a n fl* fl* /flV + ' „ 

js * p f|,) "'~*~\x) f c) +|,|f ' ’ 


pour les cas où ~>i. En diHérentiant ces deux équations par rapport 
à x , Tou aura 


-, (se+ . Æ P ; . J -4-etc. , 


( x jr‘v 

pour toute valeur de x plus petite que a ; et 
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— (“-*-1) «Ir. 


pour toute valeur de 2 ? plus grande que a. 

Il est manifeste d’après cela que , ces deux valeurs doivent être, en 
général, inégales et de signe contraire , et que pour distinguer ces deux 
cas, sans exécuter aucune intégration, il faut remplacer l'équation ( 12 ) 
par les deux suivantes; savoir 


(.3) 




sin V'.dS'd»' 


(-4) 


„ df 

J'-t- a jr -j— r= 
dx 


Il ‘Jlt 

-= — /> .7. /i-h 1 P (m) .ysin$'.d6'dt>' ; 


où le signe 7. s'étend ù tontes les valeurs entières et positives de n 
depuis n —o jusqu'à n = oc. 

Il est clair d’après cela que, dans le cas particulier de x = a, le 
second membre de ces équations devient égal et de signe contraire. 
Et comme en meme temps on conclut de l’équation (n), que les deux 
valeurs de V sont alors égales et de même signe, il faut nécessairement 

admettre que les deux valeurs de sont inégales. Ce que l’on dé- 
montre ainsi d’une manière générale serait confirmé par le calcul dans 
tous les cas où la double intégration du second membre de l’équation (ta) 
serait possible sans développer le radical. Alors, la double valeur de 
l’expression que l’on aurait serait inhérente à la condition que le ra- 
dical a toujours une valeur positive dans les élémens de l'intégrale. Au 
reste, en posant ÿ=f( 6', w'), il est possible de démontrer, sans dé- 
velopper le radical, que la limite vers laquelle converge la double in- 
tégrale , 
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à mesure que la quantité i , toujours positive, décroit pour s’ap- 

procher de zéro est -t-4 ***.J\ 8 , «); et qu’elle est égale a — a) 
lorsque l’on prend — — i pour la quantité positive évanouissante. On 

peut lire dans le Chap* VIII de la Théorie de la Chaleur de Poissoa , 
les détails de l’admirable explication qu'il a donnée de ce paradoxe de 
Calcul Intégral. 

La comparaison des équations (9) et (i 3 ) fournit l'équation 

n sic 

( 1 5 ) 4*J'= : E-J'J'(3n '+- 1 )P lm} f'sia0'.d9'.do' , 

O O 

à l'aide de laquelle on pourrait déterminer, par les quadratures , les 
différens termes -t-^.-t-etc. de l’épaisseur jr, même 

dans les cas où la fonction f serait donnée d’une manière discontinue. 
En calculant ainsi, pour choque valeur de n, un nombre 5«+ i de 
valeurs particulières correspondantes aux coordonnées polaires 

9 ..» 

censées connues, l’on aurait le nombre suffisant d’équatious qui est né- 
cessaire pour déterminer l'expression générale de^-.. Car l'on a d’un côté 

* Il 

(• 6 ) : 

O O 

et par d’autres considérations, si l’on fait jx =2 cos 9 , 

( 1 — a fl .s-*-s') _i = i-t- <?,, ,s -h <? (l) s*-t- Q m z’-t- h <?(., :”-H etc. , 

l'on a ; 

4 
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y. = A l . ) Q { , ) +s\aS(B { . ) cosu+C (l) sinw)'-^ ; 


y, = A M Q, x - 1 - sin 5 ( 2? (1) eos a ■+■ C (t) sin s>) 


jq m 

dp 


•+■ sin* 6 (Z? w c os a 0 )-f-£', 1J sin a a) 


«*•<?« . 
«/f** ’ 


y, = A m Q w -Jr sin 5( Z? (1 , cos a -f- C ( „sin a) 



-+- sin* 0 (£> (JJ cos aa+ C (J; sin a a) 


4»* 


- sin 1 G (i^,, cos 3 &i - 4 - G ( i ; sin 3 a) i 


etc.; 


où A t ,), /? ,) etc. sont autant de coefiiciens indéterminés. 

Après ces généralités je reprends la considération des deux équa- 
tions ( 7 ), ( 8 ), lesquelles étant diflcrentiées par rapport à x donnent 

( dy\ , 1 1 a x 3 x* 4 x 1 1 

-(s) s -^k' + 5 , ^‘ + ï ^ + 9-^' +elc ! * 

( dV\ 4na*l a a 3 a* 4 a * . I 

-y=VK* + szS’+sP-r'+ï ?*-*-**- 1 • 

En faisant x = a, et nommant T la première de ces valeurs de 
— ( Sx) j et T' la seconde , nous aurons 

7 ’ =- 4* 1 3 /. + |-r, -t-^-*-elc. | , 

, 1 a 3 4 5 1 

7 =4" > 


pour les composantes de la force que la couche exerce suivant le même 
rayon vecteur , relativement à deux points électriques dont le premier 
serait placé sur la surface intérieure et le second sur la surface extérieure. 
Malgré l’excessive proximité des deux points sur lesquels ces forces agissent. 
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il y a entre elles une différence absolue , abstraction faite du signe , et 
leur différence est toujours finie et proportionnelle à l’épaisseur jr ; car 
l’on a , 

T'— T= 4« (j,+.jr,+y,. etc.) = - 

C'est aussi ce que l’on pouvait conclure immédiatement des équa- 
tions ( 9 ) et (to). La démonstration de cette propriété importante est 
par là établie pour des couches à-peu-près sphériques. Cependant quelle 
que soit la figure d'une couche (même fort alongée dans un sens et 
fort rétrécie dans un autre) pourvu qu’elle soit homogène, d’une très- 
petite épaisseur, et composée de matière douée d’un pouvoir attractif 
ou répulsif en raison inverse du carré de la distance, l’on peut dé- 
montrer que 1 a différence des attractions qu’elle exerce suivant la nor- 
male sur deux points placés sur la même normale ; l’un à sa surface 
intérieure et l’autre à sa surface extérieure est toujours proportionnelle 
au produit de l'épaisseur de la couche par la densité du fluide électrique. 
Poisson a rapporté dans son Mémoire une démonstration synthétique 
de cette proposition qui lui avait été communiquée par Laflace ( Voyeis 
p. 3o-34). Mais on peut, ce me semble, rendre cette démonstration 
plus rigoureuse en y appliquant les dévcloppemens que je vais exposer. 


§ iv. 


Considérons d'abord l'attraction d’un segment sphérique sur le point 
de sa surface placé à son sommet. Je place l'origine des coordonnées 
x , j , z d’un point quelconque du segment à ce même sommet, de 
manière que l’axe des z soit dirigé suivant lu flèche, et les axes des x 
et des j dans le plan tangent. Comme je suppose le segment homogène, 
si l'on nomme P ln composante de la force attractive suivant la nor- 
male , il est clair que l’on a ; 



dxdydz.z 

(x+f+z'f 


abstraction faite du coefficient extérieur au signe intégral qui serait formé 
du produit de la densité par le nombre qui mesure le pouvoir attractif 
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tic l'unité de masse à l’unité de distance. L'intégrale indéfinie par rapport 


_ f f dxJ f 
JJ V *■+■/■+ =• ’ 


si l’on nomme les ordonnées de la surface convexe du segment et H 
la flèche, nous aurons en intégrant entre ces limites; 


x +; -t- 


v-SSÿ 


x'+y+H* 


Actuellement, si Ton fait x=mcosî>, ^==wsinc, l'on aura d'après le 
principe connu sur la transformation des intégrales doubles-, 


f f ududo f f ududo 

P= JJT^ r ~j) rttr ■ 


En intégrant la seconde partie par rapport à u depuis o jusqu à 
u—u\ nous aurons 

où le rayon u' doit être regardé comme le rayon du petit cercle qui 
sert de base au segment. En nommant 9' le rayon de la sphère , et 
supposant H <9', nous avons 

U-9'—\ 9" — u" ; z'=ÿ— V a" — u . 

Donc, en intégrant par rapport à o depuis osso jusqu'à 9 = 2 r. } et 
posant c= y d ' — u* t il viendra 

^ - a * K ■ Ky ) - ” J ; 


d’où l'on tire 
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Cette intégrale commence avec us=o , ou bien v — 3', et Cnit avec usa', 
ou bien e = J/ 3 " — u" = 3 ' — //: donc 


ce qui donne 

C7) J/^). 


Telle est, la formule qui, en supposant //<£', exprime l'attraction d’un 
segment sphérique sur un point placé au sommet de sa calotte. Lorsque 
le rayon à’ de la sphère sera fort grand en comparaison du double 2 II 
de la flèche, il suffira de prendre Pss 2 it H \ ce qui revient à dire que 
cette force est alors proportionnelle à l’épaisseur du segment. 

Considérons maintenant l'attraction que le même segment sphérique 
peut exercer sur le centre de sa base que je nomme D. Il est facile 
de voir, que 

2 itudu.zdz 

(“*-*-*? 


est l’élément de cette force en y comptant les ordonnées s depuis le 
point D. En intégrant d’abord par rapport à u depuis w = o jusqu’à 
tissu' y nous avons 

27 xzdz 21tzdz 

~ V' û 7 w' t " \TP ■ 

Mais l’équation 

«” = (//-:) \*3'-(H-z)\ , 

donne 

//’— (a* — 2/f)z ; 


partant, si l’on nomme Q celte force, l'on a 


En prenant l'intégrale indéfinie l'on oblicnl 
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H- 3 (S'-H) s^-t-coust. 

Les limites de cette intégration étant 2=0 et : = // , on tire de là; 


_ „ 3 * H'tii'—H)' 3 r.H'V 4 ji H' 

Q= 3 T.U-- X . -t-TX, 


ou bien 


(18) ... Q=z 3 n H 


3 ’ (*'— //)* _ r '( d'-//) 1 3 )‘ 




En comparant cette formule avec la formnle (17) l’on voit qu’il est 
impossible d’avoir P—Q. Mais, il est vrai de dire que la différence de 

ces deux forces sera d’autant plus petite que le rapport ^ de la flèche 

au diamètre de la sphère sera plus petit. En retenant seulement 1 rs 
trois premiers termes, l’on a 

<’9> Q = ar//(.-| j/^+") • 


l)e sorte que l’on a P— Q en négligeant les termes multipliés par le 
carré de l’épaisseur //. 

En appliquant la formule 

znudu.zdz 

(u'+z')' 

au calcul de l’attraction exercée suivant son axe par un cylindre droit 
sur le ceutrc de sa base, l’on trouve, eu nommant Q' cette force; 

(30) y /r-wj i 


Digitized by Google 


PAR J. FUSA 


a 7 

où H désigne la hauteur du cylindre et u ■ le rayon de sa base. En sup- 
posant le rayon u! très-grand en comparaison de la hauteur //, il suffira 
de prendre Q ' = a » £/. C*est en ce sens que Ton doit entendre que 
l’attraction d’un disque est proportionnelle à son épaisseur. 

Considérons maintenant l'attraction d'un segment convexe ayant une 
fort petite flèche, appartenant ù un corps quelconque homogène. Quelle 
que soit la surface convexe de ce segment , l’on pourra représenter son 
équation par z' = A .r*-f- Bjr* , en plaçant l’axe des z sur la direction de 
la normale A D , élevée nu point A de sa surface, qui est à la fois l’ori- 
giue des coordonnées et le point attiré. Les axes des jc et des jr sont 
disposées sur le plan tangent ou meme point A suivant les sections rec- 
tangulaires de plus grande et de moindre courbure. Cela posé, l’on aura 
eucore ici, comme dans le cas du segment sphérique; 



ududq 

»/ i 7 fi 

V « -*-Z 



ududf 

ÿls+ 7 r ’ 


U étant la hauteur AD ilu segment , mesurée dans le sens de la normale. 
Or, nous avons 


x = u cos o ; = usinai 

partant 

P 


i'=(.#cos*j-f-J3sin‘?)n* ; 


ç r udutif r r «</«</ ? 

JJ ti‘-4-(y/cos*p-*-/?s'm‘ j )‘«* JJ //’ 


Donc en exécutant l'intégration indéfinie par rapport à u , il viendra ; 


P=f J ? Lo s- u(Acos’ i-»- (y/cos*ç4- Wsin’f )‘u’ j 
J A cos* <p -f- B sin* 9 

— j'd<?y u'+fP . 

Les limites de cette intégration étant u = o, u—uf, l’on a 


»* ïf 


p=njj f — jd ? y u*-* a' 

O c 

4 ~ f^eos‘^gsin> L ° 6 | U ' (A c0, 'î-^ fisin » ■+■ Y t+Mcos , f+£sii)»V* - 
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La valeur de u' devant être déterminée par l'équation 
//=(/^cos*f ■+-j5sin*f )u” , 

qui a lieu pour tous les points du contour de la courbe plane qui sert 
de base au segment, nous pouvons écrire 

1* 1* 

P=anH-jj<fV u n +H‘+J‘l? • î )/ Lo 8 - (? ^ |/ l + » 

ou bien 

/>= anU-ju'df j y , Lofi. [ "-h |/ , J . 

La formule 

J = + ^ «+/>■) » 


La formule 


donne la série 


Log.(^ + V T^)=p-i.£' + i^.^-i^|.Ç-l-etc. ; 


donc, en développant le radical |/ i - 4 — _ , nous aurons 
De sorte que lespression précédente de P donne 


9' 

»=3it ff—ffja 
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Mais 

~ — ŸTl.y 4a,s' 7 +J3sm‘<?=y-I7/ . j/ 1 — ^^sin ; 

et en nommant r r" les deux rayons de plus grande et de moindre 
courbure au point attiré, l’on a A — ; partant, si l'on , 

fait pour plus de simplicité ; 


il viendra 



Ainsi , nous pouvons , en général , exprimer la force P par cette série ; 

„„ ... e=„ff_|a|/T.p, a +"( 1 +|)(")p,A' 




Il est par là clairement démontre que, eu prenant P =. 21 : 1/ , l’on 

3 

néglige la puissance -, et non le carré de 1 épaisseur // du segment. 

On peut trouver de la même manière la force Q que le segment 
exerce sur le point D où la normale A D rencontre sa base. En ciret ; 
nous avons 




dxdjdz( H — z) 


+/+(!! — z)*j‘ 


et en intégrant par rapport à z depuis z = z' jusqu’à z — H , I on a 


Q = 




dxdjr 

j/^ +r r +( 7/ — Y ’ 
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d'où Ton tire 

ff ududo f f ududo 

]j -jt -JJ ■ 


et comme 
il viendra 


z' = ( 4 CO$' ? + B S\ï\* f) U* , 

a ududy 


s- p p a ududy 

<v)=_ J r^jj J/ «■-»-[//— «t , (^cos* ? -*-/?sin»J 

En intégrant par rapport à u depuis h = o jusqu’à u-=u\ et ayant 
égard à l'équation 

^=(^cos*9-+-^sin*9)« u , 

nous tirons de là 

Q=—Ju'd ? +±Jd ? 'jjLo ; 

O O 

et en développant le Logarithme 


etc. 


En substituant ici |>our —, sa valeur précédente, c’est-à-dire 


. A , il viendra ; 


<aa)... Q= 


Q=-,nff+py *.fj r S-£.lt(")fd f V 

O O 

!*(£) p ?A ’- clc - 


a' 


Le rapprochement des formules (ai) et (a a) démontre, que l'on ne 

3 

saurait avoir /*:= — Q, sans négliger les termes de l’ordre - relativement 
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à l'épaisseur H du segment. De sorte que la véritable expression de la 
différence P — Q est telle que l’on a; 

(a3) ... P-Q=inH-t/y 

O © 

* /•** 

- 3 B(£,yfd,*+*c. 

e 

Cela posé, remarquons que le raisonnement de Poisson , rapporté 
ilans les pages 3i et 3a de son Mémoire, revient à dire que l’on a 

R = S+P , et R'=S'+Q ; 

où S et S' désignent les attractions du grand segment sur les points 
qu’il désigne par A et a; c'est-à-dire sur ceux que nous avons désignés 
par A et D. 

Donc nous avons 

R-R' = (S-S') + (P-Q) . 

3 

Or , nous venons de prouver que , en négligeant U puissance - de 
l’épaisseur, l’on a 

P — Q = ^n.H , ou bien P — Q=:^n.y , 

en remplaçant II par y. Donc nous avons l’équation 
R-R' = (S— S') + 4n.y . 

Quelle que soit l’expression analytique de la force S, l’on peut sup- 
poser S=P(y, q); où q désigne la distance du point attiré au centre 
de gravité du grand segment. Cette fonction des deux variables y et q 
étant développée suivaut les puissances positives et ascendantes de y 
donnera une série de la forme 

« m’ m" 

s =/ ” F, ( q ) -t-y P 1 F, ( q ) -t-y^F, ( q ) •+• e te. 

Donc pour avoir la valeur de la force S 1 que le même segment exerce 
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sur un point éloigné de q-yy de son centre de gravité, il faudra écrire 

l'équation 

m m * 

S' —y' F,(q-try )-+-/ *F,( q +y ) -t- etc. 

Si l’on admet maintenant que les fonctions F, ( q -+-/ ) , F, ( q -y y ) etc. 
sont développables par la série de Taylor, il devient manifeste que le 

premier terme de la différence S — S 1 est au moins de l'ordre I -t- , 

et qu'en conséquence il est permis de négliger toul-à-fait cette diffé- 
rence, lorsque l’on borne l'approximation aux quantités du premier ordre, 
par rapport il l’épaisseur de la couche. Alors l'on a l'équation 

R-R’= 4„.y 

qu’il s'agissait de démontrer sans faire aucune supposition gratuite, et de 
manière à donner des idées justes sur le mode de son existence. 


§ V. 

I,es deux valeurs de V déterminées par les équations ( 7 ) et ( 8 ) 
sont telles que, en posant 

y—l^Ka.q jcosî, sinC . cosu , sinê.sinu, jj , 

et supposant connue la fonction f, l'on en conclura que l'équation ( 8 ) 
revient à dire que l’on a 

F= . q j cos 3 , sinS.coss), sinâ.sinu, — j . 

Lorsque la figure de la couche constitue une surface de révolution, la 
fonction 9 doit être indépendante de l'angle 0 , et après avoir fait cos 5 = fi, 
il suffit d’écrire au lieu de l'équation ( 7 ), 

( a 4) y = 4na.tfÇp, ; 

et au lieu de l’équation ( 8 ) , 
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Cela posé, remarquons que, ilans ce cas, par la nature des fonctions 
jr„ etc., l’on a 

y^ = A.P. \ jr, = A,P, ; jr A =A,P, ; etc. 

où les coefficiens A„, A„ A ,, etc. sont des quantités indépendantes de p, 
et P„, P,, P,, etc. des fonctions entières et rationnelles de ft qui 
naissent du développement de la fonction 

( i — 

mis sous la forme 

P,-4- P, x -t- P, x' -|- P } x 1 -+- etc. 

La formule (7) donne alors 

(a6) |^f> 0 -t-j.^,P 1 -|-i.^ 1 P,-Helc.| . 

Ainsi, il suffirait de connaître A 0 , A ,, A % etc., puisque, ceux désignés 
par P„, P,, P % etc. sont censés toujours connus. Or, en considérant le 
point pour lequel l’on a cos 0 = [j.= i , tous les coefficiens P 0 , P,, etc. 
deviennent égaux à l’unité positive. Donc, en désignant par ’V la valeur 
correspondante de P, nous aurons 

( a 7) - 

Il suit de là que, eu supposant connue d’une manière quelconque la 
fonction de x désignée par T, il suffira de la développer suivant les 
puissances entières et positives de x pour en tirer la valeur des coef- 
ficiens A„, A,, A , etc. Après cela, en remplaçant dans ce développe- 
ment A 0> A,, A x etc. par A„P„, A, A,, A, P, etc. l’on formera la 

valeur de la fonction y. Ainsi, en désignant par ^ ce que devient 
la fonction p (-?) lorsque [à = i , l’on aura 

v= w(*) • 
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C’est à Legendre que l’on doit cette règle pour former la fonction f \ 
( Voyez Tome X des Savans Étrangers). 

Soit le coefficient différentiel de la fonction f ^ ^ pris 

par rapport à — . L’équation (a6) donne 


<’»> ï(r,Z)=^.P.+ l^.P.+î.p t P,+e«. 


Donc, en introduisant ces expressions dans l’équation (g), il viendra 


( 3 9 ) Y = 9^> ' 0 • 


En faisant successivement p=-f* i et /x = — ■ dans cette formule, et 
nommant Y' et Y les épaisseurs correspondantes de la couche élec- 
trique , nous aurons 

y— ?(«, O-*- 2 ?'* 1 , »)i *'=?(—>» i)H-ay'(— i, i). 


Soit le coefficient différentiel de /© pris par rapport à ~ ; 


nous avons 


?(>> ■)=/(') i 

?'(*. ')=/(«) ; 

parlant 


9 ( — <)=/(—>) i 
9 '(-x, .) = -/(-.) j 

r=/(- ,)->/(_ t) ; 


ce qui revient à dire que Ton aura ces deux épaisseurs extrêmes en 
faisant j=±i dans l’équation 

(3o) J'=f{x)-*- 2 f(x) . 

Pour une autre sphère d’un rayon égal à b l’on aura de même les 
équations 

(3t) r=\nb*(v.„ ÿ) , 
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(3a) 

( 33 ) 



où V t est la quantité analogue à V , et fi x = eos fl i ; l'angle 0 t étant celui 
que la ligne x i menée du même point O, attiré ou repoussé par les 
deux sphères électrisées , fait avec la ligne c qui joint leurs centres. 
La fonction F de laquelle l’on doit conclure la fonction î> par la 


règle précédente sera en général fort différente de la fonction /(!> * 


moins à l'égard de sa valeur absolue. Toutefois, il ne faut pas perdre 
de vue, qu’en considérant l’action simultanée des deux sphères sur le 


même point O, l’on pourra considérer 4> 



comme une fonction 


des deux variables fi et x. En effet; le triangle rectiligne formé par les 
droites x, jr t , c donne ces équations 


x t =K c* — aepx-t-x*; sin S_ =r — sin fl ; cosfl,: 


c — x . cos 5 

~x. 


Et dans le cas particulier de fl = o , l’on a c=x-t-x, ; ce qui donne 


Cela posé il est clair que, en désignant par U ce que devient la fonc- 
tion F relativement à l'action réunie des deux sphères sur le meme 
point O , l’on aura 


U=z\na<f(jL, 



si le point O est intérieur à la première sphère; et 





s'il est intérieur à la seconde. 

En considérant le cas particulier duquel dépend la solution du ras 
général; c’est-à-dire celui oit le point O serait sur la ligue c ou sur 
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sou prolongement. Ton tirera de là la conséquence, que l'équilibre des 

deux couches électriques ne peut avoir lieu sans avoir ces deux équations 

w éï)-*. 

<*> ^G)- 4 ^)^ 

où h et g désignent des quantités constantes. Telles sont les équations 
que Poisson obtient dans la page 43 de son premier Mémoire. 


§ VI. 


L’élimination île la' fonction F entre ces deux étjuations est exécutée 
par Poisson d'après un raisonnement qui me paraît obscur. Pour ex- 
pliquer ce passage, je fais dans l'équation (fl); - ^ J ; ce qui 

donne 


r' — }' — ex' 

JC— _ — 


et la transforme en rcllc-ci ; 

a(c — x') ac — ax > I , „/ b \ 

T-b'^jS j c '_J‘_ cx '| -*- bI ' \F^') =e ’ 


L’équation (A) devant se vérifier par itlentité , rien n’empêche d’y subs- 
tituer x' au lieu de x , et d'écrire 



Actuellement , l’élimination de la fonction F entre ces deux dernières 
équations donne , après avoir remplacé x! par x ; 



Quoique toutes les valeurs de x comprises dans les équations (A) 
et (fl) soient renfermées entre les limites — a et -+-a , il u’csl pas vrai 
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b 


tic dire, que les vileors de x f tirées de 1 * équation — ^ ^ 
soient aussi renfermées entre les mêmes limites. Eu faisant x = o, par 
e\eii)]de , l’on a x’src— — ; c'est-à-dire une quantité qui surpasse -+-*/. 


C'est donc en s'appuyant sur le principe de T identité, que cette ma- 
nière d'éliminer la fonctiou F devient légitime, même eu faisant abs- 
traction de la grandeur absolue des limites entre lesquelles les équations 
(./) et (B) subsistent , physiquement parlant. Toutefois , je ne passerai 
pas sous silence, que cela ne serait pas permis dans les cas, où, con- 
formément à la théorie de Foc mer , l’on voudrait substituer aux fonc- 
tions primitives de x d’autres fonctions en termes périodiques qui cessent 
d'être équivalentes au-delà des limites données. 

C’est d'après le principe de l'identité que je vais éliminer de la même 
manière la fonction f et former l'équation qui détermine la fonction F. 

Pour cela, je fais — =x\ ce qui change l’équation (Z?) en celle-ci; 


a x'f(x')+b F (^p -) = S ■ 


Maintenant, si l'on écrit ax au lien de x dans l'équation (A), il viendra 


«/(*)•+ 




h . 


Celte équation devant avoir lieu par identité, rien 11’einpêelie de rem- 
placer x par x après cela, si l’on multiplie les deux membres par x 1 
l’on aura 


ax'f(x ’)- f 


b'x> 
c — ax ' 



Donc , eu faisant l’expression de la différence g — h x J , nous aurons 
Cela posé, si l’on fait 


~bxP~ 


zx ” , c'est-à-dire x'z 


c — bx’’ 
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l’on aura , après avoir écrit x au lieu de x' ; 

, n , . ji, . “b‘ bc — b'x \ ah 

bF{x) c ‘_ a ‘_ cb:c F V— cixj - S c—bx ’ 

En remplaçant x par «x, l’équation ( C) devient 

<£) «/(x)— 1 — / r, a -£ .T?> .)=* — ^ • 

7 *' c —b — \c — b — aexj c — ax 

Le rapprochement de ces deux équations démontre que, après avoir 
obtenu f(x) , l’on pourra en conclure F(x) par une simple permutation 
entre les lettres. En effet , il est évident que , si 

/(x) = foncU(x, a, b, c, h, g) 

est la fonction de x qui rend identique l'équatiou (E), il suffira de Iprendre 

F(x) = fonct:(x, b, a, c, g, h), 

pour rendre identique l’équation (O). 

Dans le cas particulier oii les deux sphères sont en contact , l’on a 
c = u-hb; ce qui contribue à simpliGer cette règle. Alors, en faisant 
a— i , et posant, pour un moment, b F(x) — V (x), les deux équations 
( D) cl (E) se changent en celles-ci; 

„ . . i r ( i -t-ê — bx \ h 

b- t-a — ( i-l-A)x V4-+-2 — (i -*-b)x) ^ i -V- b — bx ' 

f. . b ./ i-t-A — x \ , g b 

X i -+-a b — (i+4)x t 1 — ( i -t-b)x) ‘ i -t -b — x 


Si l'on fait b'=j, la première de ces deux équations peut être écrite 


ainsi : 


r , , /£ r / x-j-b’—x 

i -I -ib ' — (i-t-A’)x \i-t-aA' — (i-t -b')x) " 

Donc, en supposant que l’on ait trouvé 


h b’ 


i -t-A' — x 
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/(ar) = fonct:(a:, b, h, g) , 

l'on aura immédiatement , par un simple changement de lettres , 

r (x)= i F{x) == fonct: ( x , b', g, A) . 

Et comme, dans le cas du contact des deux sphères, l’on a g = A (*) , si 
l’on trouve d’après cette condition 

y(x) = fonct:(jr, b) , 

l’on aura 

*F(a-) = fonct:^x, ■ 

Cette règle fort simple, remarquée aussi par Poisson dans la page " 4 
de son premier Mémoire, peut donc être démontrée à priori Sans avoir, 
comme lui, exécutée l’intégration qui donne les deux fonctions f {jc ) , 
F(x). Il en est de même de la règle relative au ras général que nous 
venons de démontrer directement, et que Poisson a reconnue dans la 
page a4 de son second Mémoire après avoir exécutée l'intégration. 

Relativement aux deux constantes désignées par h et g il faut d’abord 
observer, qu’il sera démontré ci-après, que l'expression de f( x ) est 
nécessairement de la forme 

/(ar) = A./,(jr, a, b, c)+g.f,(x, a, b, c ) ; 

et que , par conséquent , celle de F(x) est telle que l'on a 

F(x)—g.f,{x , b, a, c)-t-h.f>(x, b, a, c). 

Or, en faisant x = o, et posan 1 ^/( 0 )=^, F(o)~Bj Ton lire de là; 

4=bf,(a> b > b > c ) > 

B=g f( b , a > c)+h f,(b, a, c) . 


(*) Pour s’en container*, il culfil de remarquer, qu>n faUanl c=a-«*é et x=» , l'équation (£) 
•c réduit à — af(i)-=sh — g; ce qui exige que l’on ait kt=g. 
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Mais, d’après cc qui a été dit dans les §§ III et V l’on |>ciit regarder 
les quantités faa'.A, 4 nb'.B comme exprimant, respectivement , les 
masses des deux couclies électriques répandues sur les surfaces des deux 
sphères. En outre l'on sait que ces masses, en excluant le cas du con- 
tact et celui d’un rapprochement assez grand cuire les surfaces pour 
déterminer la diffusion du lluidc électrique par étincellement, demeu- 
rent les mêmes avant et après l’influence qui a eu lieu entre l’électri- 
cité des deux sphères. Donc , eu supposant évaluées d'une manière 
quelconque les épaisseurs A et B des deux couches avant l’influence, 
I on pourra déterminer par ces deux équations les constantes A et g en 
fonction des données physiques et initiales de la question. C’est-à-dire 
que Ion a, en général; 

D .h = A .J, (b , a, c ) — B .f x (a , b , c ) , 

= b, c)—A.f,(b, a, c ) ; 

en faisant, pour plus de simplicité; 

n—f,{a, b, c).f,(b, a, c)—/,(a, b, c)./,(b, a, c) . 

Il était important d’anticiper cette remarque , afin de pouvoir dé- 
finir, dès ce moment, avec clarté l'idée que l’on doit attacher aux 
constantes h et g qui entrent dans les équations générales du problème. 

Comme l'on vient de voir que la différence h — g est nulle dans le 
cas particulier du contact, l’on doit présumer, que son expression gé- 
nérale présentera un numérateur nul, ou bien un dénominateur infini, 
lorsque l’on y fera c=a-+-b. D'après cela il conviendra, par la suite, 
de remplacer h et g par les valeurs de h-t-g et h — g, afin d’intro- 
duire dans les fonctions qu'il faudra développer le facteur h — g, que 
l'on sait d’avance devoir être évanouissant avec la distance entre lès 
surfaces des deux sphères électrisées. 
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CHAPITRE SECOND 

LOIS DE LA DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ 
A LA SURFACE DE DEUX SMIÈRES CONDUCTRICES EN CONTACT. 


§ vn. 

Considérons maintenant d'une manière spéciale le cas où les deux 
sphères électrisées sont en contact. Soit a=t et c = i -\-b : en faisant 
en outre 

?= *-♦-( t -+-*) = i -I-2Ù ; y = i -t- ù ; H = ■ — — , 

y — x 

l'équation (£) donnera 

I e ' 

Nous pourrions faire, dès ce moment, g = h ; mais comme cette cir- 
constance ne facilite pas l'intégration de l'équation (G), nous introduirons 
plus loin cette condition. D’après la forme linéaire de cette équation, 
il est évident qu’en établissant séparément les trois équations 


(G 1 ) .. 

■ /'<*>- 

$—,X J (jS-yx) -0 ’ 

(G")- 

/'(*) 

(3 — yx 7 V)3— yx/ ’ 

(G m ) . 

• /"(*)■ 

P _V'0-v')= 


l’on aura l’intégrale de l’équation (G), en prenant pour f (x) la somme 

fw+r w+yw 

Cela posé; considérons l’équation (G') et remarquons que, en posant 
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r( t— x \ — A W—'t x ) 

J \j=^J-(Bp-C/)-(By-C)x ‘ 

Donc l'équation (G') donnera 

A Ab 

H—Cx ~ (B$— Cy) — (Z?y — C)x~° ‘ 

Or il est clair que l’on rend celte équation identique en prenant 
les coeflieiens B H C tels que l’on ait 

n$—C t =zBb ; B-j — C—Cb ; 


ce qui arrive en faisant B — i , C= i . 

Ainsi, A, étant une constante arbitraire, l’on satisfait à l’équation (G’), 
en faisant 




Mais , afin d'augmenter autant que possible la généralité de cette fonction 
de x , il ne faut pas regarder A comme une quantité absolument cons- 
tante. Conformément à un principe fondamental , relatif aux intégrations 
de ce genre , l’on doit remplacer A par une fonction arbitraire de x } 
assujettie à la condition de demeurer invariable par le changement de x 

eu — — . Or, avec une légère attention l'on découvre , que cette 

P / ^ 

condition est remplie par toute fonction de cos 57 et sine, eu prenant 


inb 


a a étant l’arc de 360°. Donc, en écrivant P au lieu de A, nous aurons 


s,, . n(cossr, sins») P 
/ x)=— ; -= , 

' ' 1 X 1 X 

pour l'intégrale complète de l’équaliou (G’); la fonction désignée par fl 
étant arbitraire. 
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Passons maintenant à l’intégration de l'équation (G"). D’abord remar- 
quons que, en y faisant f" (x)=Af(x) la question est réduite à intégrer 
l’équation 


9 (x >-jr =^ 9 




Pour cela, nous ferons tf(x)=i-t-bf'(x)-, ce qui donne 


Actuellement , je prends 




et par la substitution j'obtiens 




après avoir fait , pour plus de sim|)licité , 


*— I 9 -/ 3 — 7-7 î c / =v.(3 — 7 


Si l’on fait ici 


?" (■*) = . 


l’on aura de même 


en faisant 


w 1 . ^ .w/' 7 

^ ^ ' k 7 — c"x p — yx^ V/3 — yxj 


k"=p.k!—y.c’ ; L J, =y.k'—J . 


Rien n’empêche de continuer indéfiniment ces transformations suc- 
cessives , ce qui fournira cette suite régulière d’équations : savoir 
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Ÿ (*)=!-♦ -b?'(x) , 

?"'(•*) = k" — C H X ■*" b f,V < x) ' 

A- =|3 , 

k'=p.k — y.c , 

A"=j3.A' — y.tf , 
k>"=p.k"—y.c", 

A" =J9.A'" — y.c"' , 

*<’'=p.A(— >— ycl— > ; 
clc. 


etc. 

c=y , 
c ' —y.k—c , 
c" = y.k>-J , 

d'=y.kr—c” , 
c"=y.k"'—c'" , 

c f *>=7.*<— >— c‘— '> ; 
etc. 


et l'on aura 


.4 b b * b‘ b"*‘ 

f" (x) =h + 


En éliminant de l’expression de A l’on a 

et comme (3 — i — ib; (3 — y‘ = — b\ cela revient à dire, que, trois 
coefficiens consécutifs sont liés par l’équation 


(34) *<•>— ubb - 1 * >=o . 


L’on trouve de la même manière 


(35) ycM=b‘.K— '-4-A<*> : 
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île sorte qu'il suffit île chercher l'expression île D’après la théorie 
îles séries récurrentes, l’équation (34) nous indique que l'on a ce dé- 
veloppement, savoir 

■: = i -t- A u -+■ AV-t- k* a 1 -t-A'" , «**"-t-clc. ; 

mais, i — 5 /i« + 4‘m‘=(i — 4«)‘; partant nous avons aussi 

'~*~ u _ _ — ( i -t-n)( t -t-a iM-t-36‘u‘-t-4A , tt 1 -*-etc.) : 

i — aéu-t-o u ' 

d'où l’on tire 

^ t"'=(n-t- a -t-(n -+- t )b' . 

En substituant cette valeur de A 0,1 dans l'équation (35) l'on trouvera 
yc l * 1 =(n4 - 1 )6*( i -+-4)‘ ; 

et par conséquent 

c t *>=(n-*- i )( t -t-4).6* . 

l>e sorte que nous avons 

b _ b 

k ’ — c" x 4-t-(n-t-i)(t-t-4) — (n-H)(l+i)x 


La fonction f"{pc) est donc telle que l’on a 


J (x) , )( , -|n + i)(i+*)x ’ 


où la caractéristique I indique, que l’on doit prendre la totalité des 
termes semblables formés en donnant à n toutes les valeurs entières et 
positives o, t, a, 3, oo . 

En remplaçant n -1- i par n l’on pourra comprendre le premier 

CS 

terme h sous le signe T. et écrire 


f"(x)z =bhï 


l 

4-t-n(i-t-6) — n(i-\-b)x 


On peut intégrer de la même manière l’équation (G 1 *). 


7 
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En faisant d'abord f"'(x) =— gbty(x) , l'on a 


Soit , 


t — /x V[> — /*/ / — - 


'r'(x): 




nous aurons 




après avoir fait 


H' =$./ — ■/ ; 


g =7.7—1 


Actuellement l'on fera 


*'U) = ÿÿ7 Z ^-l-6^(*) , 

ce qui donnera 


en posant 




. * , 

/5 — yx^ \|3 — yx/ 

s" = y • H' g 1 ■ 


En continuant ainsi l'on formera cette suite d’équations ; 




ï'( x )=JFZ^’*' b '?W > 

f (x)=^i^ + if'(x) , 
’r’ (x)= J'fi'ZZg"x ^ > 

etc* ; 
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// = / , 

//'=|3 .H—, , 
H"=$.H'—,.g' , 
— y -g” , 

H”=$.H"'-y.g"' , 


>— y.gi— > , 

etc. ; 


S =•/•'/—* 7 
g"=y.H'-g’ , 

g”'=y./r—g>' , 

g" =zy. fi”- g"> , 


etc. ; 


d'où Tou tire 


/'V) — g b , fr—g’.v~ h n"—g / 'jc - • • g - (' 


Il est clair que les équalions (34) el (35) auront encore lieu dans 
le cas actuel , après avoir remplacé Jt w par // "* et e J " ) par g' ni . De là, 
et de la théorie des séries recuiTCnles, il est facile de conclure que l’on a 


7“ 

i — a bu- 4 -b‘u‘ 


H U -+- H' U.'. 4- H"u' -t -H' 


’-t-ete. 


H^=(n^ri)-,b- , ^»=i'j.H-n( ,+*){; 

et par conséquent 

6" i 

H'' , —g-"‘ ] x ( n -t- i)( i - 4 -A) — j i -+-;i ( i -t-6 ).r| 

De sorte que l’on a 

/”' (x) = — gbî i — . 

*(n-t-i)( i -*-b ) — 1 1 -*-n ( i-*-A) j x 

L’intégrale complète de l’équalion (G) est donc 
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(//) 


/(*)= 


-*-bh7. 


° 6-4-71 ( 1-4 -b) — n ( ■ -4- A )x 

-bgZ- 


(n-4- i)( i -4-6)— J i-t-n( i-+-6)j x 

Il est maintenant facile de sommer ces deux suites infinies par des 
intégrales définies. 


§ MH. 


En elfet; la formule 


- — = U. 

+-"<7 J 




donne 


Z (*♦■»)- 

tLt 


Z r ZC. <*+■»>-» Ç , Z 

l = e.| dt.t 

.p-t-nq .1 J ° 

e c 

ce qui revient à dire que I on a 

i 

Ht C. r—'{ 4 M 3» \ 

t. =r Idl.t I 1-4-7 -4- f -4-t -4- etc. 1 , 

cp-*-nq ) V / 


bien 


l I 

i. 

•A" *- 


Çdt.i 

nq J —** 


Donc en faisant p = h, iji = (i- 4 - 6 )(i — x), celle formule donnera 


. 6-4-71 ( 1-4-6 ) — ti( i -4-6 )x 


_ f dt.t 

/ (!♦*)(• —*) ’ 

J *-< 


et en y faisant, ys=( i -+- b )— x ; ^s(t-f^)(i — x) , la même for- 
mule donnera 
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» (n+ t)(i-t-i) — i -f-n( i -t-4)J x 


=J- 


En substituant ces valeurs dans le second membre de l’équation (//), 
nous aurons 


(H') 


/(*)= 


P i Cdt.t~' \h—R .t~*\ 

t T=^ rb f 


pour l’intégrale complète de l'équation (G), sous forme finie. 

Indépendamment de l’intégration, les deux équations {J) et (B) dé- 
montrent a priori , que dans le cas du contact des deux sphères l'on 
doit avoir £ = /«, puisque, en y faisant c—a-t-b et x=a les deux 
premiers membres de ces équations deviennent identiques. Donc, en 
posant g = h, la formule ( IP ) deviendra 

, r, , P » , Idt.t ' (t —t *) 

<" > t _ t (rW -a • 

Il y a une autre manière de sommer les deux suites infinies que 
l’on voit dans le second membre de l’équation (H) : elle est fondée sur 
le principe que l’on a l'équation 


i a<jt f t lit 

p-*-nq itj (p‘+q‘t‘)(n'-bt‘ 


En (Ilot ; par la théorie de l'intégration des fractions rationnelles, il est 
d'abord clair que l’on a 


dt 

C?+f ’ 


r cdt _ g r dt f r 

| /4 B t -*-Ct' (~r — /‘J -t-G G— fj ( 

en |>osant pour plus de simplicité 

G = -B^--Y F=-B—-Y B‘—4JC. 
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Il suit de là que 


« 

\-JTB 


dt 


A + Bt'->rCt' *y~c'\ G+-\~P 

Donc en prenant A-hBt‘-t-Ct' = (/>'-+- q‘ t‘ )(n-4-t' ) , l'on a 
C=q' j G=p' ; F=t/‘n‘ ; 

c’est-à-dire l’eupressiou précédente de la fraction . 

Par ( application de cette formule nous avons en conséquence 


o é-|~n( i -t- 6 ) — n( i -t-A)x 
a(t-t-6)(i — a 


(i — x) f \ t'dt S i 

j A‘-H i -+-£)’( i —x jÿ't ’ 


' (»+ «)(l -4-i) — j I -+-/t(i-4-i)jx 

j(i -t-6)(i — x) f tdt 

71 f (l -h6 X)‘-t-(l 

o 

Donc, en observant que l’on a 


_ i 

L- 


by ( I X)' t à * e H*-f- f* 


- I I «. I 

2-r— |=-î-«-Z-r; 


r- — ; T — ; -1- (. —j r , 

o n +r t , n*+t' 

nous aurons » après avoir fait ; 


(/n../(x)=-^+ /, < ' :+/,)( , -, 

' ^ i — x i- 4-6 — x* 


(x-*-A)(i — x)f 

JT )/>'■ 


t'dt 


_ ( 1 -t-& >(i — x) f 

jt J ( i -4- A — 


/>“-+-( i-t-4)‘(i — x)‘/“ 

<v< * ■ 

x)’-+- 1 1 -t-A)‘(t — x)’ C f n’jK? 
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Mais l’on sait que 


i _ t i i i 

TT \ n-k-f a an t~*~ e **‘ 


Donc en remarquant que la quantité 

1 LocJ 6‘-+-(i-t-6)‘(i — x)Y | 

a(i-t-4)(i — x) b 'j(i-t-A — x)‘-*-(i — x)Yj ’ 

devient égale à zéro, lorsque l’on y fait <= oc , l'on trouvera que dans 
le cas de g — h l’on a, au lieu de l'équation (//") ; 

... P h b h bh , / i — x\ 

<// ) -y (x)=— f - - a( , + b - x) + { ,^ )( , ; 

r_ tjU 

O 

r tju 

_ 3 AA (, +/>)(. -x)J [( I +A_ X) * H .( 1 +A)* ( ,_ jr) v]' 


Cette expression de f(x) s'accorde avec celle que Poisson a trouvée, 
par un procédé moins simple, dans la page *j3 de son second Mémoire. 
Si l’on veut démoutrer d'une manière expéditive l’équation précé- 

• l 

dente qui fournit, sous forme finie, la valeur de la somme 7.—; \ , 

il faut partir de l'équation 


i \ i 

cot.ç= - — 2? 


I 


’ | ~ï â / t a *4* % % "v ■ 

f ît — «p 4* — 9 qk — ç \ 

donnée par Euler, et remarquer qu’en y remplaçant ç par r.t\ i , 

l'on a 

cot.B/V rr T= — ^ > 


et par conséquent 
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— I 


2 


e — i 


ir* 


2 1 * 1 
r. ' , ' h‘-M* 


O» verra plus loin que l’équation (//") est préférable à l’équation (//") 
pour obtenir, sous forme finie, l'expression de la fonction s (/a, x), dé- 
finie dans le § V. 

§ IX. 


Je reprends maintenant la considération de l'équation (//”) et j'ob- 
serve que le coefficient de dt se présente sous la forme -§- lorsque l’on 
y fait x=i. Mais en y remplaçant les exponentielles par leurs déve- 
loppemens, savoir; 


t = i -+-( i — x)Log. r-t-etc. , 

(i-*-4)(«— s) 

l = H-(i -t-A)(i — x)Log.t-t-etc. , 

l'on voit aussitôt que le terme affecté du signe intégral devient 


4 A 




h b' ( i — 


-4' 




Log./-t-etc.= 


4(i— x) 


i-t-4 a(i-t-A) 


4- etc. 


Donc, la formule (//*) donne 

/(■)=?+ 


h 

i -t- 4 : 


et comme on sait d avance que la valeur de f( i) doit être par sa na- 
ture finie, il en résulte que pour la solution du problème de physique, 
dont il est ici questiou, I on doit nécessairement prendre P=zo ; ce tpi 
donne 

/ (, ) = 7^4 ’ 


et réduit la formule (//’’) il celle-ci; 


/ I b — ■ I / X— Jt\ 

dt.t (t— t ) 
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Pour tirer de celte formule la valeur du coefficient différentiel 


f/-/*(X) m m 

—J’( x ) qui répond à x = i , j’observe qu'en développant d’abord 
suivant les puissances de i — x, l’on a 


/(*)— T^b^ Jt ~ ^ L «g‘-t-e* c | • 

De 1» Ton tire 

/w 

mais, en faisant x=i , tous les termes tpii suivent le premier dans 
cette suite infinie deviennent nuis ; partant l’on a 


h b' f 


dit I.og.fM-elc. 


/’(■) 


-h 

a(t-+-é) 


Nous avons vu daus le g V, qu’en désignant par Y' l'épaisseur de 
la couche au point de contact, l'on a Y'=f( i ) -H a/ 1 ( i ) : donc nous 
avons à ce point , l o. C’est ainsi que l’on démontre, a priori, par 
cette théorie le fait découvert d'abord par l’expérience, que l’épaisseur 
de la couche électrique doit être nulle au point de contact des deux 
sphères. Car, il est facile de conclure de là, que le même phénomène 
doit avoir lieu au point de contact sur la seconde sphère dont le rayon 
est égal à b. En effet ; si l’on fait a = t , c— r — t— , x = i dans l’équa- 
tion (A), l’on a /(i)-l-A F(i)—h. Donc en substituant ici pour f( i ) 
sa valeur trouvée plus haut, nous aurons 


F(, ) = —=/(„ 


La même équation (A), c’est-à-dire l'équation 


/( — f ( — — )=/ 

J ' 1 l -h b — x \i-t-b — X / 


étant différentiée par rapport à x , donne 


8 
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b ‘ ( b \ b » { b \ 

■4-À— x)‘ \ I -t-i — 1 -1-4 — JT)* \ I -f- A — x) °‘ 


Donc , en faisant x= i , il viendra 


d’où I on tire 


/'(.) + F(.)- t-/^(.) = o ; 


Mais , en nommant Z’ l’épaisseur de la couche électrique sur la sphère 
du rayon b au point de contact , l’on a par les formules du § V , 


Z'=.F(i)+2F'(i) ; 

partant Z'—o. 

Au reste, ces valeurs de F{ i ) et F'(i) pouvaient être établies im- 
médiatement , sans aucun calcul , d’après la règle démontrée dans le 
§ VI pour former la fonction F(x) en ayant celle de f(x). Néanmoins 
la conséquence est tellement importante, qu’il n’est pas inutile de l’avoir 
aussi établie de cette manière directe. 

Eu vertu de la règle que nous venons de citer, le simple change- 


ment de b en 


t 

b 


dans le second membre de l’équation (3G) donne 



L’équation (36) est susceptible de plusieurs transformations qui ont 
des avantages particuliers : les plus simples sont celles-ci. D’abord , par 
la nature des limites de la variable t l’on peut faire t' , et les 

limites de i seront encore léro et l’unité. En ocrant ce changement 
et écrivant ensuite l au lieu de /’ l’on aura 


(38) 
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Par la meme raison, si Ton fait ici l , “ jr =*' Ton trouvera 



ce qui s’accorde avec l’expression de J\x) que Poisson donne dans la 
page 55 de son i w Mémoire. Et, par la règle du § VI l’on aura l'ex- 
pression de bF(x) que l’on voit dans la meme page en remplaçant b 


i 



dans le second membre de cette équation. 


Cette forme de f(x) est celle qui donne avec plus de simplicité le 
coefficient différentiel /'(x). En effet, l’on a immédiatement 




_/(*) 


b‘h 


(i-hA)“(i— x) 


I 

rh_,)<^^Log ,(i) 


Donc en faisant x = — i, et reprenant la formule Y — i)-t-a \f( — i) 

démontrée dans le § V, l’on aura 


(4<) 


i 

h b' l dt (t 

: 4 (>+*)V 


^ L o g .(i) 


I — t 


pour expression de l’épaisseur de la couche électrique au point diamé- 
tralment opposé à celui du contact. 

En faisant x=o et posant f( o) = v/, la même équation ( 39 ) donne 



pour expression de l’épaisseur constante de la couche qui recouvrirait 
la surface de la sphère dont le rayon est égal à l’unité , après l’avoir 
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sepaiéc de In seconde sphère de manière qu elle fût entièrement sous- 
traite à son influence. 

En nommant li et Z les quantités analogues à celles désignées par 
A et Y, l'on aura pour la sphère du rayon b, d’après la règle du § VI; 



(44) 


-bJT^T) 




Au reste. si I on fait dans l'équation (4a) et a f =-|— j~g = 1 

dans 1 équation (44) ? l'on aura d'apres la notation de Legendre ; 


où en faisant , 


l'on a 


9 

Z'(a')=-C— | V ~ f . ) ; 




C — Log. hyp.' 3—37^ 5(1) — 577g s m — 5,.,— etc —0,57- a i566... , 

et , en général , 

d -Z(p) _ </Eog r (/t) 

J ; dp ~ dp 

De sorte que nous avons 


(45) A = — 4a.|C-hZ'(a)j , 

(46) tf=_^p^|c+Z'(.-a)|. 
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Mais, a et i — a étant îles quantités plus petites que l’unité l'on a, 
comme l’on sait, entre les fonctions Z’(a), Z’(t — a) l'équation 


( 47 ) Z'(a) — Z'(i — a)= — Tt-coi-air ; 

partant nous avons (*) 

(48) B= — )C-t-a.cot.aa-t-Z'(a)j . 

En éliminant Z’( a), les équations (45) et (.(8) donnent 

( 49 ) b' B — y/ s= A . a a . cot. = — A. aa. cot.au . 


Pour réduire en nombres la valeur A avec la Table de Lecfsdbf , 
il faut observer qu'en vertu de l’équation générale 

r ( \-t-p)=pT(p) , 

l'oii a ; 

Log.r(i-t-p) = Log.^-+-Log.r(^) ; 

d’où l’on tire 

z'(.+,.)=4zv) , 

et par conséquent 

(5o) A=h\ 1 — Ca — a.Z’( t-t-a) | . 

Celte équation subsiste, en supposant que Log S (p) = Z(p) soit 
calculé comme logarithme hyperbolique ; il faudra donc diviser par le 
module o, 434 2 ... = ni les valeurs de Z’(p) déduites de la Table de 
Lkgesdbb, qui les donne en logarithmes tabulaires. De sorte que nous 
avons pour le calrnl arithmétique de A et de B : 

(3') A=h\i — C’a— ^Z’(iH-a)| ; 

(5a) h' B— A — A.îra.cot.(i8o“.a) ; 

Log. in = 9 , 63-7843 ; Log. -|- = o, 36aat57 ; Log. C= 9 , -6i338i . 

(•) Vojcï pape* 45. 48 et 53 do M'cond Volume de* Esernctt J* Calcul Inkgrat de I.EOTMiRt. 
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Les valeurs de Y et Z peuvent être calculées avec la méim 
de Legendre. En effet , d’après l'équation 

' O 

nous avons d’abord 

(53)... r=*ÿ : jz'(;.)-z'(.-i.)j , 

(5« ... z=*ü^î£jz-(i-;»)-z"(i+;.)j . 

Mais l’on a, en général , 

(55) ... Z"(P)+Z"^-P) = ^ P ’ 

donc l'on peut écrire 

/-«v v À.a* jazYM —A 

(56) ... r = — { Va ) sin » ( » 

2 




* rra 
cos . — 
a 


Ces deux équations donnent 

a' (i— a)‘ j Va J Va a / sm.ira| 

Donc en observant que l’on a eu général l’équation 

(58) ... Z"(/>)H-Z"(i-H/>)-4Z"(a/a) = o , (*) 

il viendra 

(5 9) ... Y-»Z=h j aa ‘.Z-(a)-(^)‘j • 


(*) Voyez page 53 du Volume cilé de Legf.hdul. 


Table 
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% 


Z"{p)=p+Z"U+ P ), 


nous avons pour le calcul arithmétique de Y et Z ; 


(60) 

( 6 .) 



b' Z — Y — h L— é-JÜ-Y i-h. — Z"(, -h a) . 

Vsni r.a/ | m ' 


Sur cela , il faut observer qu’après avoir réduit en décimales le 
nombre p, il faudra poser l'équation p = q-t-(p — q ) ; où q désigne les 
millièmes contenus dans p. Ensuite, si l’on fait x= iono(p — q), l’on 
aura 


(6a) . . . Z'(i +p) = (1000) t 


.(lfj=|£±fL) A ..Z(,+ 9 )+eu-. 


I 4 ‘.Z(i -t-^)-t-(ar — 1 ) A 3 . Z( 1 -4-9) 
■+■■ — A*.Z( i-w/)-4-etc. 

où l'on a 

A .Z(i-fr-<7) = Z( i 001) — Z(i , 

A\Z(i -+-<7 ) = A .Z ( 1 H- 7-+- o, 001) — A .Z(i-f-ÿ) ; 


etc. 

Pour ia démonstration de ces formules, l'on peut lire les pages 81 
et 82 du Volume cité de Legendre. En les appliquant , il faudra avoir 
égard au signe qui afTecte les différences A, A% etc., et faire attention 
que les seconds membres des équations ( 5 a) et (61) doivent être calculés 
avec une approximation supérieure à celle de ji et Y , afin que la mul- 
tiplication par -p et par p ne porte pas atteinte au degré d'approxi- 
mation avec lequel l'on entend calculer les valeurs de li et de Z. 
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Cette remarque est propre à faire sentir la limitation il laquelle est 
sujette 1a Table de Legendre, et nous avertit qu’elle doit être employée 
avec circonspection, surtout à l'égard de la valeur de Z. 

Pour écrire les valeurs de A et de B , ainsi que celles de Y et Z, 
sans y faire a = i , l’on posera ces équations 




D’après ces formules, I on voit aussitôt, qu après avoir calculé les 
valeurs de A , H, Y , Z pour et pour uue valeur donnée de b , 

l’on aura les valeurs correspondantes Â, h, Y, 2 qui doivent avoir lieu 

pour et pour une valeur de b qui serait égale à ^ , en posant 

les équations 

A = b.B ; B = b.A -, f=.b.Z ; z—b.Y. 


Il est facile de démontrer, à l’aide de ces formules, que les épais- 
seurs Y et Z ont un rapport déterminé avec la ipianlité totale d’élec- 
tricité répandue sur la surface des deux sphères. Kn effet, cette quan- 
tité totale étant désignée par £ a pour expression 
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donc en luisant A-szhA', BsshB’, nous «urons 


( 68 ) 


h 


E 

4 n(A’a-t-B'b‘) ' 


En substituant cette valeur de h dans les équations (64) , . . . ( 67 ) 
il viendra 


( 69 ) 

<7°) 


(7') 


(7*) 


A — 

4x(A'a‘-t-B'b‘) ’ 

B — 

EB' 


4n(A'a‘-+-B , b > ) ' 

y— 

E.bM' 


i 6 .jt a‘(a-+-b).D' 

Z — 

E.alS' 


i6.iré‘(a-f-A)./>’ : 


où l’on a fait pour plus de simplicité 



Ainsi il est clair que les valeurs de V et Z, relatives à deux sphères 
données, seront proportionnelles à la quantité totale E d'électricité, et 
non à la quantité répandue séparément sur chacune des deux sphères. 

C’est à l’aide de l'équation ( 68 ) que l’on détermine la constante h 
par la quantité E censée donnée. 

y 
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Je vais maintenant exposer plusieurs formules nouvelles, qui seront fort 
utiles pour le calcul numérique des tpatre quantités A, I), Y , Z, en 
supposant qu'il doit être fait sans l’emploi de la Table de Legendre : 
car il y a des cas où ces quantités ne pourraient pas être calculées avec 
certitude, autrement que par le moyen de ces formules. De cette ma- 
nière, rien ne manquera pour faciliter, sous ce rapport, la comparaison 
de la théorie avec l’observation. 


8 X. 


En remplaçant d'abord le facteur - par son développement 

i * 4 -/-»- **■+•£* - 4 - etc., et posant, pour plus de simplicité, Ar = -j— — ^ , 
l ou trouve 


À=z 


b h i i 


-H 


+-ô — r-*- etc 


i b 1 1 — k a — À 3 — k 
mais L'on a 


— 0-4- , -3- < - elc -)| ; 


t — A 6 ’ a — k 2 2(1-4-26) ’ 3 — k 3 3 ( 2 - 4 - 36 ) ’ 

etc. ; 

partant il est clair que l'équation (4a) donne la série 


<: 3 ) 




b b b ï 

'i i - . ? l\ t ri . / L \ | • 


2(1 -t-3 b) 3(2-t-3£) 4 (3-4-4^) 


C'est aussi ce que l’on aurait immédiatement par l'équation (H) ob- 
tenue en finissant le § VII. Car en y faisant P= o, ,r = o, g~h , 
I on a 


f{o)=bh2 . 7 -. y yr — bh7 , . 

J ' « 6 - 4 -w( i-t-£) 


bien 


/(«) = 


(i- 4-6) . (« -t- t)( 1 -4-6) 

66 i l — . — i 

= — n < b n- 4-i A ; 

.-4-6 \ 

7 ~T— 1 — * > 


I -4-6 0 |'i-4 
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ilonc nous avons 


>/«— >/Y ^ j i I 

’J\°) i -\-b o ’ ( i - 4 -n ) — k i-4-h 


c'est-à-dire la série précédente. 

L’on trouvera de la meme manière 


< 7 4) .... ^ } I-+- a(a-»-A ) -,_ 3(3-l-aA ) ' 4- 4(4-4-3A ) -,-e,c * | ' 

Cette série démontre que la valeur de B augmente à mesure que b 
diminue ; mais cet accroissement à une limite que Tou obtient en faisant 
A = o : alors Ton a 


B=h 


i i 


• etc. | : 


et comme l’on sait que est la somme de cette suite infinie, nous 

en concluons, que Æ=A . (i, 6449 ) est la limite vers laquelle con- 

verge l'épaisseur de la couche électrique sur la sphère du rayon b , à 
mesure que son rayon devient de plus en plus petit. Et il est clair, 
par la série (73), que A — h est la limite correspondante de l’épaisseur A 
sur la sphère dont le rayon est égal à l’unité. Mais s’il était question 
de calculer, séparément, la valeur de A et celle de B , il faudrait em- 
ployer l'équation (5a). 

Au lieu de la série ( 74 ) on pourra aussi employer celle-ci pour cal- 
culer la valeur de /?; savoir 


2 b 


3 b 


( 75 ). •• »-,+*' 


S 3*(a-*-A) 3‘(3-+-ai) 4*(4"*'3^)f 

4 b 5 b 


' 5*(5-»-4 6) 6‘(6-t-56) e,c ' 

on l'obtient, en ajoutant à la série la quantité mille, 
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et réduisant ensuite au même dénominateur chaque couple de deux 
termes correspondans. 

Si, au lieu de développer le facteur — l’on développe la quan- 
b_ 

tité exponentielle t ,+ , la formule (44) donne 


» b fdt i b . b* _ , b* _ * | 

”=*(753) )— J" 7+6 L ° 6 ' t *~ 2( t -t-bf L ° e j • 


M ais la formule 


donne 


f -~j Log"- ({) = . Log ■. (0 (, -w <’-*-e le. ) 

O O 

— O-*- 3 + 3^-,-*- etc.) 


=*(« a-3 n)S„*. ; 


partant , nous avons 

h 


< 7 6) ... n. 


(■-*-*) 


S.-+- 


b „ b‘ „ < 

7^7 ; -er^f 5 * • 


Pour augmenter la convergence de cette série, nous remplacerons 
5, par (S, — i)-4-i ; 5, par (5, — i ) — i ; et en général S, par 
(S , — i ) -♦- i : alors en observant que 


b b' b 1 

I H 7 Tî-t- . ra -+-CtC.= - 

i-t-b (i -hb) ( i A) J 


-=r -t-6 


il viendra, en posant pour plus de simplicité, k. = S , — i ; 

h 


<„)... B-. 
où Ton n 


h I, b b' , b' . 

7 “T" 7 "ttji t «}“♦“ , 77 >* a * 4 ” ; 7— 3-+“ CtC, 

1 -hb (1 +b) f 1 “4~b (1 ■+*£) ( 


•I- 
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*- 

Log-A. 

A. 

’’ Log.A. 

A. 

9, 8 og 5 1 53 

A, 

7,6103787 


9, 3o54756 

A, 

7, 3038487 

A. 

8 , 9155324 

A„ 

6, 9976387 

*5 

8, 5673539 

A„ 

6, 6938937 

A. 

8, 3391357 

A.. 

6, 3910869 

A, 

7 » 9 i,6 47<5 

*.» 

6, 0888918 



etc. 



On peut avoir par une série analogue la valeur de A , qui aura aussi 
la propriété de donner Â=h , lorsque l’on y fait A=o. Pour cela, 
j'observe que la formule (4a) peut être écrite ainsi ; 



O 



donc en développant d’abord la quantité exponentielle t 1 * , et inté--, 
grant ensuite comme dans le cas précédent, Von trouvera 


( 79 ) A = h 


b ' S b ' . S 1 


& 


( .-t-A)‘ ‘ ( m-A)’^ ( ’ (M-A) 1 


- s S$ — etc. 


Mais Von a 


1 — — etc. = 3 — u ; 

1 -4- u 9 

et par conséquent 

b* b J b s 2-4-A (r-t-6) 

(i- 4-£)* (i-4-^)* * i-4-i 1 

donc la série (79) est équivalente à celle-ci ; 
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, A(a-t-i) /i(i-t-b) hb' I, b , b' 


i-f-o 


i-4-a b 


hb' b , b' , 


on bien, en remplaçant ^ ^ par a, à celle-ci ; 

A— h ji — — a’A-.-t-aU-j — a* A, +- a 5 A,— etc. | . 

Cette série étant formée de termes dont les signes sont alternatifs 
oITre plus d avantage pour calculer la valeur de A. Mais il importe de 
remarquer, qu’elle peut être transformée dans une autre plus conver- 
gente, au moyen de l’équation 


f rra . 

cot. a ir : 

a a 


ri +-A,a’+-A-,a*+-A-,a 6 +-etc. , 


qui dérive do l'expression de cot. y employée dans le § VIII. Car il est 
évident, que par la combinaison de celle équation avec la précédente, 
l’on a 

(8o) . . . A=.h | ^-t- — ~-^î-*-^cot.iia-t-a , A,-t-a s A 5 +-a , A,-»-etc.| • 

Maintenant, si l’on divise les deux équations (76) et (79) et si l’on 
développe la fonction ainsi obtenue suivant les puissances de - ^ ^ , 
I on trouvera un résultat de cette forme ; 

< 8l > ••• 5 = ( 7 ^ 6)’ | *<^ etc ' 1 > 

où Ton a ; 

4=4 ; 

ff^S, ; 

( S, ) -+■£, ; 

II [r =Si ; 

//, t; =5 6 +-5,(5 ) +.^)-(5 1 )* ; 

« S, - S,(S t - S t ) +- S, ( S, - S, ) +. (5, y (S, +- £ ) - S, (S, )' ; 

etc. 


I 
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En réduisant ces coefficiens en nombres à l’aide de la Table que Leoendse 
a donnée dans la page 65 du second Volume des Exercices de Calcul 
Intégral , l’on aura 


644934 ; 

Log.// W =o, 3161485 ; 

H h) — i, 303057 ; 

*i. ) = o,‘>799 î51 > 

//■ (J) =3, 788130 ; . . . . 


l, o36ga8 ; .... 


— 3, o58433 ; .... 


4, 388t5a ; . . . . 


etc. 

etc. 


En prenant les quatre premiers termes de celte série suf- 

JÇ 

lisent pour donner la valeur de — exacte jusqu'à la troisième chiffre 
décimale inclusivement , c’est-à-dire que l’on a 





Poisson trouve -i, 634a dans la page 63 de sou premier Mémoire. 
Mais l'excès de ce nombre doit tenir à une erreur de calcul ; car 
il importe d’observer que sa formule est fautive à l'égard du terme 


multiplié par 


A* 

<«•+*>* 


puisque le coefficient de ce terme est 


S 1 .S,-hS i = ~-b~ 

* 36 90 


et non ^ seulement. 


En calculant, séparément, les valeurs de A et B par les séries ( 77 ) 
et ( 8 o) l’on trouve; = 0 , 9998367 ; /?= 1,6340884. Il suffit pour 
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cela de négliger les termes multipliés par k b , k 6 etc. L'on a donc 
-j— i , 634354 ; et ce résultat est exact jusqu'à la cinquième chiffre dé- 
cimale inclusivement. 

Si l'on voulait continuer plus loin la série des coefliciens numériques 
l’on aurait , d’après la théorie des séries récurrentes : 

^h ) == bi [«) iSc — H> , ) 5i4* — // v 5'j /A ( S, ; 

Mm =5, — — //,ï 5*3 -t- ; 

H I! = H . S% îï, t S. -+- //y 5'f, -f- //y) S ' * //y -S’j-+- ; 

etc. 

§ XI. 


l’our développer de la même manière la formule ( 4 1 ) ? nous ferons 
pour plus de simplicité ; 


3 -4- A 

= 3(I -*-*) ' 


A's 


3( I -4-0) 


ce qui donne 


t 

bb‘ <-* j LogYÿ) 

tl'+iïj ~t 


En développant maintenant le facteur et intégrant ensuite l’on aura 


Y 


b b' 

4( ‘-t-bf 


I 1 I 

(.—A)* — A)* "*■ (3 — A)* ‘ 

“ (i-A*)* - fâ=P? “ (3- A’)- ” elC - 


et en substituant pour k et k J leur valeur, il viendra 
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(8a) 


V=h 


ou bien 


(83)...f'=4A‘(i -4-i) A ( 


1 “ G^ï) + GAé) “ (îTTî) 

^(^Sâ) -(êàï)- + -(G^) - e,e | 

i 3 

[6(a-»-A)]*' , -(( 3 - ( .3é)(4-(-3i)r 

5 7 


f 


[(4-*-5*)(6+$é)r T [(6-t- 7 /,)(8^- 7 A)]' 


-t-clc. 


Cette série démontre, que la valeur de Y converge vers h à mesure 
que b diminue. Effectivement, l’on a 

y =îT^/'''-‘"i‘-^r + ' , ‘"1 u s(0 . 


d’où l’on tire 

(84) Y 


=*+ » 

4 (im-A) J — t , 


expression qui se réduit à h lorsque b = o. 

En développant le facteur t v — 1 ~* , nous avons 

t* 1 — <-*'=a*’Log.t-t-^Log , .<^-^-^-gLog s .«-t.etc. ; 


donc en intégrant il viendra 
hb' 


(85)... V=h- 


c ■ c ■ 8 A* „ 46* o i 

^ a*(.-t-é)*' Ss+ a'(n-ô)* 5 ’^ A'+br^l 


>(‘+ 6 n 5 b> „ 

H -?(7ï3j î *"- , - etc - 


En remplaçant 5, par (5, — i )-t- t i ; 5, par 1 etc.; et 

remarquant que l’équation 
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1 -4-a«*-4-3u , -4-4“‘-4*ete. =- -, 

(l—U‘) 

donne 

3 b' 

3b' 16.(1 — 4-A)* 


a “( 1-4 -b) 

a'( 1 - 4 - 6 )* [(a- 4 - 3 &)(a-*-&)]‘ 

nous aurons 



Y — h 

6hb‘( 1 -4-4) 



[( a- 4 -i)( a- 4-3 A )]’ 


hb 3 






a b‘ 






3 A‘ 


-i) 


-*,- 4 -etc. 


En divisaut les deus équations (85) cl ( 79 ), et développant eosuite 
la fraction suivant les puissances de t ^ l° n aura une série de 
cette forme ; 


(87)- ^ = 


i-+ 


V c 

(!-+-*>* *" 


(l+b) 








G;., — etc. 


où Ton a; 

G ( „=S, ; 


G- 4i — 5^-f-tS 1 ,. tJ, j 

.5j ; 

G : „=g5, + 2.5,.5 s +5.5 l .5,- l .2j 1 .(5,)' ; 

G, u = S, - 4 - S,. G (l) -t- 5. G, , -+-5, G (t) ■+• G (S . -4-6', G ( », ; 

G, = ^-^7-4- G, -4-5,,G (I) -4-5., G (l -*-5, G, ^- 4 - 5, &.,-+• S, G,,. ; 

etc. ; 

\ 
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C(,)= 1,644934 ; Log.G(,) = o, 2161485 ; 

G ( „= 1, 8 o 3 o 85 ; G () , = 0, a 56 ot 6 a ; 

G (« = 3 . 7 88lîo î C„j= o, 5784248 ; 

G [S) = 6 , 339430 : G (S j= o, 7951449 ; 

G { ,,= i 1,196343 ; G (6 ,= 1,0490763 ; 

G w =, °» 33995 ; G (I) = 1, 0145184 ; 

«te. etc. 

Les ti'ois premiers tenues de cette sérié sont ceux qu'on voit dans 
la page 69 du premier Mémoire de Poisson. En preuaut, comme lui, 

b Y 

T = 0,01 l’on obtient —>=1,0001636. L’on aurait le nombre 

1-4-A ’ A ' 

1,000166 si, par méprise, l’on ajoutait le troisième terme tandis qu'il 
doit être retranché. 

Soit b— 1 , ce qui arrive lorsque les deux sphères en contact sont 
égales. Alors la série ( 83 ) donne 


'=8/.l ( -L 


H* ■ 3) I ~* - (5.?)' ( 9 . ti) , ""(t3.i3j 1 

et la série (83) donne 

i =Aj. - 3 i-t-^-AH-^-^.,-t-etc.| . 

En réduisant en décimales les huit premiers termes de la première l’on 
trouve 

o, 1 1 1 1 1 1 - 4 - o, 003449 ri- o, ooo 5 10 + 0, 000 1 84 

r=Sh 

■+• o, 000086 -4- o, 000046 -4- 0, 000038 -4- 0, 0000 1 8 

= 8A(o, 1 1 443 x ) = A. (0, 916438) . 

Mais l’on se tromperait, si l’on croyait que ce nombre est exact 
au-delà de la troisième chiffre décimale. En effet; si l’on réduit eti 


Txri- 


^-r-iri-etc.J , 
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nombres la seconde série, qui a la propriété de donner des résultats al- 
ternativement plus petits et plus grands que le véritable suivant que 
l’on somme un nombre pair ou impair de termes l’on trouve : 


y ombre 
de* termes 

Somme 

Nombre 
des termes 

Somme 

2 . . . 

. . . 0, 888888g . . . 

... 3 . . . 

... 0, 9288889 

4 ... 

. . . o, go84oo8 . . . 

... 5 ... 

... 0,9207465 

6 ... 

. . . O, 912482 I ... 

... 7 • * • 

... 0,9183992 

8 ... 

. . . 0, gi 3 g 548 . . . 

... 9 • * • 

...0,9174150 

IO . . . 

... o,gi 4644 g ... 

... 1 1 ... 

• • • 0, 9 ! 6 gia 5 

12... 

. . . 0,9150231 . . . 

. . . i 3 ... 

. . . 0,9166231 

■ 4 ... 

. . . o, gi 525 o 4 • • * 

. . . i 5 ... 

... 0,9164395 

| it> . . . 

...0,9153989 ... 

... 17 ... 

... 0,9163172 

>8 ... 

. . . 0 , 9155009 . . . 

... 19 ... 

. . . 0, 9162314 

20 . . . 

. . . 0,9155739 . . . 

... 21 ... 

. . . 0,9161688 

22 . . a 

. . . 0,9156280 . . . 

... 23 ... 

. . . 0,9161218 

a 4 ... 

...0,9156691 ... 

... 25 ... 

... 0, 9160856 

26 . . . 

. . . 0, 910701 1 . . . 

... 27 ... 

. .. 0,9160571 

a8 ... 

. . . 0, 9157365 . . . 

... 29 ... 

... 0, 9160343 


Donc en prenant la moyenne des deux derniers résultats l'on aura 
Y=h (o,gi 588 14 ) : et l’on pourra regarder ce nombre comme exact 
jusqu’à la quatrième chiffre décimale inclusivement. 

Il y a une autre manière de développer la quantité Y, qui peut 
être utile dans quelques circonstances. En développant d’abord le fac- 
teur t ”■ — i, et ensuite le facteur ~~ t > 1® formule (4t) donne 


I 

-■ÜT^J dtL < G) 


| r 4 -*-/~ ,< ”-t-r'* -f *-f-etc. j ] 

\ 1 1 a "*’ etc ' I ! 
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où l'on a (kit pour plus de simplicité, A = 


a(l-t-A) 


Il suit de là que l’on a 


1 

3 [(* — A) 1 ' 1 (a — A) 1 "*"(3^ï) 1 " t ' etC '] 

AA* 

— — ..... > 

L 3 r * . « . * — 

] • , + il(,_Ap 1 (2-ky 1 (3 — ky ' 

40+*)' 

L 4 r * 1 1 1 * ic 

I 

H(i+A)‘L(T=Â) î ^( 2-A- 

! 

,-l-etc. ; 


eu substituant pour k sa valeur, et posant pour plus de simplicité 

Sm ' = (^sf ü+W + (S+sï? ■*■**' ’ 

l’on aura 

(88) . . . r=AA‘|3.a.S J '-t- a*. 3 S/+ a 1 . 4 Si-*- a*. 5 Si -h etc. j . 

D’après la règle du § VT, la formule (43) donnera les séries suivantes; 


(89 )...Z=^ 


I 

I 

I 

I 

I ) 

(!-t-2i) k ' 

(3-t-aA)* 

(3+4*)* 

(5+4*)* 

(5 +5Ï)*[ 

1 

I 

I 

î 


* (!+&>)' 

( 1 

(7-t-8A)‘ 

H (9^8i)‘ 

3 

(9+ 1 0*)* 
5 



(90)... Z = ^h(i-*-b)l 


(i-t-ai)' - *” [(3-t-a*)(3-t-44)]‘' , "[(5+-44)(5-t-6A)]‘ 


la+mi+m 

. . „ A h 1 „ 3 . Si 3 .S, i.S, . I 

(91)... Z — )‘ S)- '-V(,-t-A)*" t " a*(i Xi)' a‘( I-+V"** I ’ 
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/ „\ v ^ 8 * 1 - 4 - A 

' 9 ' T ' [(l+2b)(U-2h)] 1 

h j, a A, . 3 A. 4 *, . , 

~ ÏAfT+ïj' r 1 "*" 2 , (n-4) lM " a '( m-6) 4+ *{'+*>)' ' ; 

( 9 3 ). . Z = A ja.a 5 ,*+ a*. 3 b S?- 1- a’. 4 A* 5 ,"+ a*. 5 b' etc. { ; 

où l'on b fait 

« it i . i i 

■ ~ ( i - 4 -a bj‘ + ( 3-»-4 6)-' h (5-1-6 bf 
En faisant b — o dans cette dernière série Ton a immédiatement 


Zs=4/‘ J i | , 

pour la limite vers laquelle converge la valeur de Z à mesure que b 
diminue. Pour réduire facilement celte série en nombres , il suffît d'ob- 
server qu’elle est égale à ( I— g)^i : a l° rs l'on a d'abord 

Z=h.îS, = h.l( t, aoao57)=A(4, 207199) . 


Après ccs séries, je reprends la considération de l'équation ( 4 ?) 
pour donner des formules Jinies , propres au calcul nu nitrique de la 
quantité A pour les cas où le rayon b sera donné rationnellement. 


§ XII. 


Supposons donc, que £= — est l* valeur donnée de b , sous la con- 
dition expresse que ni et n soient deux nombres entiers et positifs. 
Alors, en faisant i=x m + m , la formule ( 4 ^) sera transformée en celle-ci; 
savoir 


ni h 


A — Loc. — i ) -+- m h 

ni -1— n ° 


f tfx.x" 

I I — X” 
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Avant d'aller plus loin il faut distinguer deux cas : celui où m -b n 
serait nombre impair et celui où il serait pair. 

Dans le premier l’on a 

x*** — 1 =(x — i) { i -bx-bx'-bx 1 . . . -4-x"" M- ‘) ; 


i — x” + * m-bn x — i 


■*-R ; 


et par conséquent 


ni h 


m-bn 


Log. 1 lldx 




Donc, en faisant m-4-n= 2y-+- i , nous aurons 


(i) 


i 

, rnh .Cdx.x m ~‘ 


pourvu que l’on ait soin de retenir seulement les facteurs réels du second 
degré de i — x' /+ ’. 

Dans le second cas, nous avons 


jc“*' 

x~ 


” — I = (x‘ — I ) ^1 -t-x* 


‘-t-x'-t-x*. . . -»-x 


*-) ■ 


l — x”*' 


.tzlï.. 


m-bn X — i m-bn x-b I 


bK ; 


partant 




w-4-/i 2 y 


Donc en faisant ra-+-nr= a/* et m =s a & - 4 - 1 , l’on aura l'équation 

(H)... ^=M£^Log.(4/) + /,(a^,)j££^, 

pourvu que l’on retienne les facteurs réels du second degré de i — x' r 
à l’exclusion de t — x*. 
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Pour analyser complètement ces deux cas, qui les comprennent tons 
en supposant la fraction ^ réduite à sa plus simple expression, j'observe 

qu’en appliquant ici la formule donnée par Euler dans la page 5o du 
1 " Volume de son Calcul Intégral l’on a, après avoir fait pour plus de 
simplicité ; 

3 ma ,,_(st+Os . 


, nt/i , , . 3 mh i, f . is 1 

(I) ... yf==^^Log.( a /+..)-^-.x..cos»SLo S .^s.n^ i;T J 

îmh Lfn in \ . 

H — 7—. 1.1 7— IsinrS ; 

3/^-1 ,\3 3/+1J 

, (a*-*-i)/j- .. (aAr-t-i)A .... f asininl 

(II) . . . A= Log.ij/^ — ' — -j— . l cos 1 5'Log. y— y- J 

(aA-P-i)Â / t'/n i*\ . 

t - 1 -. 2 I ylsintS'. 

/ . Va a// 

Cela posé , remarrpions que l’on a ces deux formules 

(L 

s- — cos( 1 -4- a i ) — 
a 3 


sin ÿ - 4 - sin a f-b sin 3 ÿ . . . ■+■ siu iifiss ■ 


cos <i -+■ cos aif -+-cos3^. . . -4-cos if = — - -+ 


asin-<4 
a r 

|L 

sin ( 1 - 4 - 3 1 ) ~ 

r* 

asin- 

3 


En diflerentiant par rapport à ^ les deux membres de la seconde l’on 
aura 

[L 

cos(i-*-aO- 

' ' 2 


sinip-4- asinaïf -f-3 sin 3 ÿ . . . -4-t sinx<^= . in ‘^ . 
Il suit de là que 


4 sin ‘-<4 
a 


• 'P 

asm- 

a 
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XsiniS = 


cos - S — cosmc 
a 

* A 

a sin - 9 
a 


TcosiO— ; 

, a 


. . .. sin fS f cos mn / / i \ cosmr 

X I Sin 1 9 = • = *- 1 r-*-7 ) — ■ 

. . . ,9 4 , 1 _ \ a 4/.i a 

4 sm - sin -9 *■" “ 


sin -9 
a 


En substituant ces voleurs , la formule (1)' se réduira à celle-ci; 

. mh . . . , . ms A / mn ’X 

(I) " ^=— jr- Log. a(a/-+-lH r - ? rCOtl-y I 

w a/-t-t “ u ' a(a/-t-i) \ay-t-i/ 

a m/i 4 / a mni\ T f . fit 1 

Par des réductions semblables l’on trouvera que la formule (II)' 
donne 

(II) " 

(a*-+-i)A / ~‘ i(a4*p*i)u T f. «cl 
— y — • ï c °» y Log [ s, '> ÿ j • 

Remarquons maintenant que la somme indiquée par la caractéristique 

/-. /-■ r 

X demeure la même en remplaçant X par X à cause que 

fn\- 


Log. (sin .0) = Log. ( t ) = o 


Donc on peut réunir ces deux formules dans une seule, et écrire pour 


toute valeur rationnelle — de b ; 

n 




Digitized by Google 



-8 MÉMOIRE SUR U DISTRIBUTION DE l’ÉLECTRICITÉ ETC. 

, , h.m T , , ,, h.mr. f mr. \ 

M L0 «' ^ 

2 in h 


2 (m-+-w) 

\h a mn.i r f . in 1 

— l cos. Lroc.l sin. I 

•n , m-^rn L m-f-nj 


(9 5 ) 


A l'aide de celle formule et de la formule (5a) qui donne 
nh.n‘ 


B — -.A- 


rn (m ■ 


i‘ / mit \ 

— ,cot.f I , 

-n) \m-hnS 


l’on pourra calculer séparément les valeurs de A et B, en se rappelant, 
que les logarithmes qui entrent dans l’expression de A sont hyperbo- 
liques, et que l’on doit prendre pour ^(m-t-n) le nombre entier im- 
médiatement inférieur. 

En substituant pour A sa valeur dans celle de B, Ion a 


(96) 


hn - . , ,, 1 rA. 11 * 

Log. [ 2 ( 0 » -4- n)] — - — ; — — : cot 


a An* <*£> 


a m (m -+- n) 

a mn.i. f . iîr 1 
1 . cos . I>oa. I sin . I 

m-t-n n L m-4-nJ 


\m- t-n/ 


m(m-t-n) 

Il suit de là que dans le cas fort simple de ssiizi , l'on a 
./ = /? = A Log. 3 . 

Mais, pour offrir un exemple du calcul de ces formules dans un cas 
un peu compliqué, nous prendrons m = 4 > J»= 11 . La formule (§4) 
donne 

, A. 4 * - sîiA 

J — * - . Lng. 3o -4- - 7 g- • cot . 48 


i5.m’~'° "" ' i5 

! ' — sin 6 ’. Log. sin 1 2 “ — cos 1 2 ”. Log. sin a4’ j 
-4-sin i 8 °.Log.sin 36”-t-cos a4’-Log. sin 48° 
— sin 3o".Log. sin 6 o n — cos 36". Log. sin 72 " 
- 4 - sin 4 a". Log. siu 84“ 
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où m désigne le modale. Nous avons 

Log. si n 13"=: — o, 683131 1 ; Log. o, 68 ai ai i =9, 83386 i 7 ; 

Log.sina 4 ° = — 0,3906867 ; Log. o, 3906867 = 9, 5 g 1 8287 ; 

Log.sin 36 °= — 0,3307813 ; Log. o, 3307813 =9, 363 aoo 6 ; 

Log. sin 48°= — 0,1389365 ; Log. o, 1389365 = 9, 1 103431 ; 

Log.sin6o°= — 0,0634694 ; Log. o, 0634694 = 8, 7966654 ; 

Log.sin73 u = — 0,0317937 ; Log. o, 0317937 = 8, 33833 og ; 

Log. sin 84 “ = — 0,0033857 • Log.o, 0033857 = 7, 3776158 ■ 

— sin6°. Log. (sin ia°)=-»-o, 071301 1 ; 

— cos 1 a°. Log. (sin 34°) = - 4 - o, 38 a 1 490 ; 
sin 1 8°. Log. (sin 36 “) = — 0,0713153 ; 
cos a4°- Log. (sin 48°) = — 0,0117780 ; 

— sin 3 o°.Log.(sin 6 o)°=-*-o, o 3 ia 345 ; 

— cos 36 °. Log. (sin7a°)=-+-o, 0176317 ; 

sin 4 a°. Log. (sin 84 °) = — 0,0015964 ; 

7- Log. 3 o ^ cot . 48° = o, 9069859 -4- o, 37 7 1 600 ; 

= 1, a 84>5 *- 7^^(0,3116346)= 1, a 84 15 — o, 3836890 ; 
^=4.(0,90146) . 

La formule (67) donne 
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B = h ^-(o, 90146 — o, 7 S 43 mo)bbA(i, 11374) ; 
parlant l'on a 

g = o, 8 ioi 30 . 

Poisson trouve, daus la page 5 o de sou second Mémoire, 0,8107 
pour ce même rapport; en observant, que, d’après notre manière de 
A B 

calculer, la quantité — revient à celle qu’il exprime par — . Mais cet 

exemple prouve que nos formules exigent un calcul plus iàcile. 

Cependant, si l'on demandait les quantités A et H avec un degré 
d’exactitude supérieur i celui des millièmes, il serait plus avantageux 
d'employer les formules ( 5 i), ( 5 a), (62) avec la Table de Leoekdre. 
C'est ainsi qu’ont etc calculées les voleurs de A', B', Y', Z’ que l'on 
voit dans la Table qui termine ce Mémoire , en observant que nous 
avons fait A = bA', Bs=hB’, Y ~ h Y\ Z — hZ’. Dans la construction 

de cette Table l’on a choisi de préférence les fractions " etc. pour b, 

pureeque la simplicité du rapport ^ entre les rayons des deux sphères 

rendra plus frequent l'usage de ces résultats numériques. 

Pour vérifier une table des valeurs de A et de B, calculée par 
les formules précédentes , l’on pourra employer la relation suivante. 
Soient A(b), A(b'), A (b") trois valeurs de A correspondantes à b, b’, b"; 

où l'on a; b'=- ^- ~g ; b"z= ——j- d’après les équations ( 45 ) et (47) 

nous avons ces quatre équations (abstraction faite du facteur commun /s) ; 

A(b )= — a J C-+-Z'(a) { ; 

— )!«+<;—)! > 

A{b")= — 2a |C-*-Z'(2a)| ; 

— irlang.na ; 
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siib) iA(V) A (IP) 

a i — 3 a a 


a tangua — Z' (a) — Z 


^-l-a^-+-3Z'(aa) . 


Or il est démontre', que 

Z'(a)-t-Z'^-t-a) — aZ'(îa)=— aliog.3 ; (*) 

parlant nous avons 

(97) ... A(b)-\r-^-^A(V) — .-f(&")=a j 3 Log.a-*-atang. ra j , 

pour l'équation de condition il laquelle devront satisfaire trois valeurs 
de A que l’on aura calculées avec les rayons désignés par b, b', b", 
que nous supposons chacun plus petit que l’unité. Lorsque l’on aura 

A">. 1 ; ce qui arrive si l’on prend A> j , il faut observer que l’on a 

A(b") = ^ bQ,) =b«(jr)\nQ f ) | Voyez § IX | , 

où B G) désigne la valeur de B relative à b = ^ . Donc en ayant 
égard à l’équation (5a) il est clair que l’on a, 

En substituant cette valeur dans l’équation précédente y l’on aura 

(98) ... |aLog.3-+-itcot.ira| , 

pour l’équation de condition relative aux cas où l’on a i. 


(*) Voy*> p» K* IM du second Volume des Exercices de Calcul Intégral de Legendre. 
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Pour vérifier d’une manière analogue les valeurs de Z et de Z, on 
peut observer, que les équations (56) et (5g) donnent, en général , 

(99) m-b’Z(b)=r(b") ; 


et que , si la quantité b" surpasse l’unité , l'on a , en vertu de l'équa- 
tion Y(b") = ^z(^) ; 

(iuo)... Y[b)-b'Z(b) = '-^.zQ n ') • 

Ces équations sont fort remarquables par elles mêmes, indépen- 
damment de leur emploi pour la vérification des calculs numériques. 

Avant de terminer ce § je ferai remarquer, que par le rapproche- 
ment des équations (4a) et (g4) l'on peut établir l'équation finie 


(ioi) 



^ cot.ua — Log(™) 

7. cos. aiîta.Log.^sin 


-t-3 7. 


toutes les fois que la quantité a pourra être eiprimée rationnellement par 

le rapport — ™ — — a. Le second membre de cette équation ne constitue 

pas une fonction continue de a: mais il résulte de l'équation (8o), que 
iiour toute valeur de a plus petite que l’unité l'on aura, par une fonc- 
tion continue et infinie, l’équation 

I 

/ \dtl i — <•■') a* i n . «... 

( i oa) ... I — ! -= s — cot.air — a A, — a 'k s — a ‘A. — etc. 

J I —t I— a 33 3 I S ! 

Pour adapter ces deux équations au cas oh l'exposant de t serait a au 
lieu de a — i , il faut observer que l’on a identiquement ; 


(•° 3 ) 




. r di(i-t-) 
a J i —t 

O 
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ainsi que nous l’avons déjà dit plus haut pour former l’équation (78). 
Il suit de là et de l’équation ( 45 ) que l’on a pour toute valeur ration- 
nelle de a = — — — ; 

m-H/i 


(io 4 ) ... C-+-Z'(a) = — ~.cot.7?a — Log.^^J 

1 i)ta . Log. [ sin (~~)J ; 


{(•4-if ) ! t 

- 2 cos 2 t 71 


et pour une voleur quelconque de a plus petite que l'unité , 

(mj>) . . . C-t-Z'(a) = — s — l - — -cot.an — a‘Aj — a 4 A- S — a‘À\ — etc. 

' ' ' 1 — a aa a ’ 


§ XHI. 


Il est maintenant facile d’évaluer la force répulsive , ou attractive, 
que les deux sphères électrisées en contact, peuvent exercer sur un 
élément superficiel électrique , qui serait placé extérieurement à leurs 
surfaces sur la droite qui joint les centres. En effet, conformément aux 
principes généraux énoncés dans les §§ II et V, cette force, que je 
nomme R, sera exprimée par 

dV dV, 
dx dx , ’ 

pourvu que l’on prenne 



De là l'on tire 




_rf£ = 4 * f (±Y 

dx lc^\xj 



en regarc 


comme le 'coefficient différentiel de la fonction 


‘da nt /'(^) 

, pris par rapport à Donc, en remplaçant x par ^ , et se 
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rappelant que a = - ^ g , les formules ( 39 ) et (4o) donneront immé- 
diatement ; 

( 

dV_ 4nA-a 

dx~(x — i)*' / 1 —t 

4ir/i.a' 

(X— l)‘ J l—t 

O 

Cela posé , si l’ou remarque que, en écrivant, pour un moment, 
J(x } b) au lieu de f(x) , l’on a l’équation 

4F(x)=/(x, I) , 

l'on verra aussitôt, que V { = ^ ’ j) • Donc en remplaçant x 

par i , et b par j dans celle expression de — l'on aura celle de 

.dF, .... 

— eest-a-dire que 1 on a ; 

t 

dF , 4uA.a fdt{t 


4 nÆ 

T* 


t 

^>7 7=7 ^ 


Actuellement , si Ton fait ; 


„ a. jt a 

a' = : a’ = 1 h — 

x — 1 x — 1 


a .. = (l^K ; a .= ,+ 

x . — b 


a 


l’on pourra écrire 
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(to(i). 


,lf 

dx 


r fah.a 1 Çdt(r-> — i) Cdt(t<-' — i)j 

>-« J «-* | 

O O 

I 1 

*A-a‘ i pt.f - Log.f^ LogYÿW 

=*V - -J .-.T 


4 Tr/i.i 
‘(X 


1 n <**, (■*.— b)‘ |J J I — < > 

O « 

I I 

Lo B (7) Jdt.r-' Log.^j 

O « 

En écrivant res intégrales, conformément à la notation de Ler.taoRE, 
définie dans le § IX, l’on aura cette expression de la force /?; savoir 

(,08) ... R=^y. | Z'(a"')-Z'(a") j 

- ( ~T)- 1 Z '<a')-Z'(a") | Z"(a‘)-Z"(a- ) j • 

Pour calculer les quantités Z'{p) et Z"(p) l’on pourra employer 
la Table de Lecbkdre, ou bien faire usage des séries; 


(109)... 


[Z‘(p)=(i —C)—~ — +pk,—p'k,-t-p > k i —p'k i -+- etc. , 


fZ’(p) — (i —C) — — — jzy ~ j col - n p—p'kr-p%—p > k. — etc. 

4-*, — 2pk l -^-'ip‘k t — 4/ ,, *;' + * elc > 


(1 10) ... 1 




Z" ( n ) = -1 — A 3/3*,— V*,— 60'*, -etc. 

2/3 (1 — p) asia.rrp r > 1 r 1 
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Et si Ion veut déduire les valeurs de 7.'(p) de relies de A', il 
faudra se rappeler que d'après les équations (45) et (5i), nous avons 

Z'(p)=-C~ — ; Z(i+p)=--C-' 4 -' . 

' r 9 J) ' r ’ p p 

Cherchons maintenant ce que devient la force répulsive H , relative- 
ment à deux sphères de meme rayon , sur un point éloigné de leur 
surface d’une quantité donnée x'. Ici , nous avons 


a = b= i ; a=- ; 

2 

x = 3-f-x' ; 

et par conséquent ; 


» — . 

a"' — i ' 

4-f-ax' ’ 


1 -É-x' 


a — 4-t-ax' ’ 

4-É-ax 1 


) Z' (a") — Z' (a") + Z (a-) — Z (a") j 
-*-<7^7 1 z "< a "')-2"(a'')-Z" (a'I-t-èna») j . 

Mais l’équation ( 47 ) donne 


Z'(a")=Z'(a 1 ') — ircot.aa”= ^ — itcot.ra"-*-Z'(i -t-a") ; 

9 

Z(a’)=Z(a'"— i)-e-jrcot.ît(a m — 1 )= — -t-ncot.^a™— 1 )-t-Z’(a"') ; 
et l'équation (55) donne 


z "^=sTO-'- 


-Z"( a")= 


i— Z^i-t-a") ; 


Z '^=^=7r z " ( 


Donc, en substituant ecs valeurs , il viendra 
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ir.h t 1 1 il . „ 1 , , ,1 

H -,— 2 rr j— = m (---cot. ira -4--cot.r(a — i)i 

(a-*-*') la’’ a a" — a a a ' ') 


T. h 


a 

1 a"‘ 


(a-t-a ') 1 ) a ” 1 (a"' — i ) 1 sin'.ita 1 ' sin' 

Actuellement, si l’on fait 
a'" — 1 


ît* ( l 

.ir(a'"— 1) 


b"'= 


a — a 


TO ) 


//* = ■ 


a" 

i — a" 


et si l’on nomme A m , A” les valeurs correspondantes de la quantité A’ 
définie plus haut, l’on aura, d’après l’équation ( 5 o) ; 

A" 1 — , —C(a'"- .) — (a"'— i)Z’(a'") ; 

A"= 1 — C’a 1 ’— a"Z'(i -+-a") ; 

et par conséquent 


Z’(a'") — Z^t-t-a”): 


A" A" 




a" a ' — t a ' — t a 


En substituant cette valeur, et observant que cot. sa"= — cot.ira" 
et ^=sa"+s{a" 1 — 1), l’on verra, que la valeur précédente de / î 
peut être écrite ainsi; savoir 




8nh il 4 *’^ / m \ 


4 a’ A 


4»’À 1 

( a ■+■ x' ) J ‘ sin*. a n (a"' — 1 ) 


Dans le cas fort simple de 1 l’on a ; 
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a" ? . . 1 . a ,v I • A'"—! • A>* — I . 

a _ 3 , a_.H- n . » — 3 . ^ — 5 ’ *~ 3 

Mais la formule (g4) donne 

A "'= ( TLog. 1 2 -h -^cot.g — 3 cos. ^Log.^sin.jl) — 3 cos. ^ Log.^sin.3) ; 

1 , _ K K 3 3(t- { . T\ 

^ ^ 3 Los- 6 + g cot. 3 _ 3 cos. T Log. (*0.3 j , 

donc en réduisant, l’on a 

,, = i ÿ|' 5 -< L »s>-5..-H-i2-(.+i)*iz-(.+;)| . 

Cela posé, si Ion remarque que les équations (55) ci (58) donnent 


z "( î )-'- z " GM ”' 1 z '( 5 )~ z " G )- 4 z " G )-" ■ 

l’on tirer» de là ; 

Z ( ë ) =5Z "(0 — f 15 *’ 

ou bien 

36 - z "(i^g)“-5 î '*^4 5 - 5 Z"(i+5) i 

ce qui donne 

Z"(. + g)=9-^-H5Z"('^). 

Donc, en substituant cette valeur, il viendra 

En nommant /?' la force répulsive qui n lien sur la surface d une 
des deux sphères au |>oinl oppose au point de contact, l’on a, d'après 
la formule ( 60 ) , 
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(.,4)... n'=4nhr=4*h. j a _|VgZ"(i+i)J , 

ou bien 

H'=«ÿ|36-a,- + S.z-(,-5)j . 

Or nous avons; 

4. Log. 3 = 2, 772589 ; ^- = 13,159375 ; 

z „( 1+ :) = Mg« i z „(, + .) 

partant 

— 3, 772589 — i 3 , 109275 -t* a, 191 16 J = 4irA(o, a 3663 ) . 
R'= ^ | 36 — 22, 30660 -f- 2, 6 g 385 j = 4 11 A (°, <j t 5 ç) 58 ) . 


9^- =22, 20660 ; 
0,519992 . 


Il est remarquable que la valeur de R soit à-peu-près égale au quart 
de R', comme si toute la masse de la couche électrique était concentrée 
dans le centre de la sphère qui est le plus rapproché du point repoussé. 


Soit , x' = - : 
2 


l’on aura , 


a 






: j^W 

»’U l6 - n M Z"( 

,- 4 )+z"< 

^l)j 

\ iao I V 

< 10 / j 

208 . 

iG.îrVt 

32.id/i 


-4- — rp- . ir /i -f 

45 

■ a j cot .72 

ia5.sin‘.72“ 



Mais nous avons 

^"'=0,942365 ; ^"=0,877593 ; 


Z ’(, + j) = Æ4tî= , , I 6 J 38 i 
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partant 

„ i 6 .ii/i, . i 6 .ii/i. . cc . 308 , 

/{= g — (°j 35 ^ 3 o 3 )-t — ^-(3,4oi66)-t— 

16.1t/1. . 3 a. nh. ... 

H -^-(1,02077) ^-(10,91135) ; 

fl = ^F (39, ,3 7 ° 9 )— ^ 7 ^( 1 4 i 3 i 75 9 ) ; 

H = 4 i:/i(o, 869713 — o, 458 1 63 ) = 4.11/1(0, 4 ‘ i 55 o) - 

Ce résultat difl'ère fort peu de celui de - R'= o, 40709a ) , que 

l'on aurait immédiatement par le rapport inverse du carré de la distance. 
Soit j/ = j; l’on aura 


a" = 1 -+- 


«4 ’ 


_ a 

~7 ’ 




4 " = 


5 ’ 


n=zi ,nh{ 




r5 
’5 B 


K4) 


A"' = o, 93441 ; 
0 , 54 i 393 


//** = 0,88809 ; 


fl = 4 .ff/<| — o, a 3 oo 1-4-0, 090417-4-1, 339285-4-0, 131701 — o, 817381 1 j 
/? = 4-îtA(o, 5 14012) * 

Ce résultat diffère fort peu de ~s,/T = 4 5i5i8i ) . 


Soit x' = 2, l’on aura 


a' 1 ' . . 1 . V v £ • M’ 1 L - A'* £ . 

a — t-4-g , a -» * ï ’ ~ 5 ’ 
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^'"=0,97641 ; ^‘"=0,81639 ; 

. 1 A °> 602818 . 3 \_ o , 456298 

2 V -*-&)- — m — » z — S - * 


/Î = 4 -«A| — o, 352157 + 0, 555555 — o, 1 12075 + 0, o 19053 | ; 

i?a= 4 -Jth (o, 1 10377 ) ‘ 

Ce résultat diffère fort peu de ^.H' = H.nh(o, 101778) . 

Voici maintenant quelques exemples de ces calculs relatifs k deux 
sphères dont le rayon est différent. 


Soit A = — ; xœ — x i = 3. Ton aura 

5 


2 2 

a=i i a"= 


r 0 ,.4 . 3 

= '-75 ; 3 =5 5 a =,H -T 5 • 


D'après cela la formule (108) donne 

J, “Ttr! z '(-3)- z, (0|-ir^| z '( , -râ)- z 'G)| 

*3^| z, ('*s)- z '(5)i-^| z, ('*rs)- z ’(3)| 1 

et comme l’on a par les formules (47) et ( 55 ) ; 

z '('-A)= z '(r 5 )*”~' T 3 ' z (l) =z ( 0 "*■*“'! i 

z "('-s)=-7J:- z "(s) » 2 '(0= -" : .- z "(0’ 

tin cm ' 


il viendra 
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bien 


j 2 K’ i K‘ ^O' 4 '^ ■*' ,tcot - a4 ° _!îcot - 36 °! 

^ 9 ^j a K ,+ ^) + * r ( ,+ 0 +4 r _ *a!feî ï ”isnffi • 


Mais nous avons 


^G-îH-^G); K' + A)=’ 1 -- C -T‘ ,, (n) ! 


partant , 


H = ï^r j " “ - J '(j) -■ ,5 ■■ t * cot - ’V -* 1 cot - 36 ‘ j 

Z"(l+ 4)-t- lZ*( 1 +i)+ ^ r-^-p ^s|. 

«j . 12 .)) V i5/ V 5/ 4 srn.34 sinV 36 • 

En prenant dans la Table posée à la fin du Mémoire les valeurs 
numériques; 

^'(7)=°, 94*36 ; ^'^^^=0,973406; 

2»/. ^5504^ 

\ i5/ ni V 5/ m 


l'on trouvera 
fl^4*M 


(5, «3838 )H-^^|(a3, 3o 7 14 )=4 ir A(o, 434454 ) . 


3.a5 ' ' " ' ’ 9 . 1 *5 

A la surface de la sphère où JC — — 1 , l’on a 

R'= $nh. y = 4 xh.(o,ç)-] 662 ) . 
Ainsi il est clair que l’on a à fort peu-près = . 
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Soit 4 = -; x — — a ; x i —^-\ l’on 


a =3 ; 


a"'=i — - ; a"=2 ; a’= 1 •+-- . 

9 9 9 


D’après cela la formule ( 108 ) donne 

et comme l’on a par les formules ( 47 ) et (55) ; 

Z'(‘ _0-*(2) = Z'(i)- Z'Q) + ««*.2 -ncot.^ ; 

z "( . - 1 ) + z" m = - z" - z” ( ’ V— + -JL- 

\ 9 / \‘)J V 9 / V 9 / . , a • , 3 * ; 


il viendra 


sin sin 
9 9 


4nh \z'( l +l) + Z'>(-') + 2Z'’(-) — ( 

+- 3 - j V 9 J V W si0 .* «J ; 

ou bien , 


. , n . , n l 
sin sin . — t 

9 9) 


Mais nous avons 


■ 3 
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<■ + j)=9-C-9^(0 I z(. ■*5)=?-C-f‘<'0) • 

]iartant , 

+ ao° — 7? cot. 4o° | 

jaZ"( ! 3 Z"( 1 -*-^. 4 -^ ^L_ ^JL— 

3' j \ 9/ \ 9/ 3 sin .30" sin*. 40 

En prenant dans la Table posée à la fin du Mémoire ces valeurs 
numériques; 


^'Q)= 0,93978 ; 


•r,-/. . 1 o, 61 36 og 


V + 9 ) m 

v 1 + 9 r 

Ton trouvera 


4,59548)+^ 

(18, 5375 )= 4 * • /< 

c’est-à-dire /î . TP «i-peu-près 

4 


c • / 1 5 

Soit « = -; x = - ; x = — 

3 3 

1 ; l'on aura 

* . >r 5 . .m 

a_j , •» -- . a _i 

*1 1 ■-Î 

La formule (108) donne 






De là l’on lire aiscinent ; 



a’= 1 — 
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4 | i — aZ'f n--}- 4 -»tcot. — — ircot — 
3* j \ <y \ qJ 9 9 


1-4-^- 

» 

n 

- * 1 

8 

. , 271 

sin . — 
9 

sin*. — 1 
9 ) 

rrcot. 40" 

— seot. 8o"| 

. a43 

n* 

»* ( 

8 

sin*. 4®* 

sin\8o"| 


ou bien 


£n prenant 
l'on trouvera 

R = ( a, 7 oaa 5 ) -+- ( 7, 73459 ) = 4 nh . ( o, 65497 ) • 

Cette force répulsive surpasse celle que nous avons trouvée précé- 
demment, 4 ^( 0 , 434456 ), pour un point également éloigné de la plus 
grande splicre, comme on aurait pu le prévoir par d’autres considérations. 

A la surface de la sphère du rayon j, où =— ^ , l’on a 

JÎ”=4!tAZ'=s4eA( 1,56260) . 

R 1 

Ainsi, dans ce cas, le rapport ^tti s’éloigne considérablement de - • 

n 4 

C’est de quoi l’on peut avoir facilement une outre preuve par le calcul 

de l’eiemple suivant. 

Soit 6= — ; .r = 3 ; JC t ac — — ; l’on aura 


3 ; ® “ 3 ! 

La formule (108) donne 


a = 1 ■+•§ i » — 


: ’ 6 • 
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''=Tt| Z, ( i *B> 2 '('-5)— ' Z 'G)| 

Et comme la formule (104) donne Z f ^^=s — C— 2 . Log. 1 ; et que 
d'après les équations (47) et ( 55 ) Ton a 


sin .75 
o 


il viendra 


| Z'(. M-g^-t-C^-oLoe.a — 3 -f-îJp| 


Mais nous avons 


Z'(, + ')+ Cs = 6 -6 ^(*) ; 

parlant 

"=<*4 + 5uu.,+^i-^-^(i)+^.z-(,+J)j 

Si l'on observe maintenant, que la formule (94) donne 

■'' G )- 5 L ° 6 a * t '? Lo «- 3 - t ' ! 7 r ' 

l'on en conclura que 


En prenant 




K '- ë )""- 1 


o, 5 73631 

m 


cette formule donnera 


R=^n.h(o, ai3C6i) . 
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De là nous concluons, <juc l'ensemble de ces résultats numériques 
n’eut raine pas à lu conséquence , que les forces répulsives , calculées par 
la formule (io8), puissent être, en général, considérées comme exac- 
tement décroissantes en raison inverse du carré de la distance au centre 
de la sphère qui est le plus rapproché du point repoussé. Car, meme 
dans le cas particulier des deux sphères d'égal rayon, il suffit de faire 
x' =■ 5 dans lu formule (iis) pour se persuader, que le résultat, 

R' 

R = .( .JtA(o, 00781 t), diffère sensiblement de = 4 -ttA( o, 0354(3 ) ; 

c'est-à-dire de celui fourni par ta raison inverse du carré de la distance. 
J'ai voulu ajouter cette remarque afin d'écarter les illusions et empêcher 
d'ériger en principe ce qui, dans le fond, n’était qu’une pure approxi- 
mation dans quelques cas particuliers , née d une compensation singulière 
entre les parties positives et négatives qui concourent à la formation 
du résultat définitif. 


§ XIV. 


Parmi les différentes expressions de f(x), sous forme finie, celle 
donnée par la formule (39) parait la plus facilement développable suivant 
les puissances entières et positives de x. En désignant par G m yx m un terme 
quelconque de ce développement, il faudrait, conformément à la règle 
géuérale démontrée dans le § V, remplacer ce terme par G {m y P m .x m 
pour avoir le terme correspondant dans le développement de la fonctiou 
y(ft, x). Mous allons démontrer, que, dans un tel développement, les 
cocfficiens G ( ,j, G ,,. , G (>) , etc. seront exprimés par des suites infinies, 
lesquelles sont susceptibles d’être sommées algébriquement. Mais, pour 
cela, la formule ( 3 g) doit être développée d'une manière spéciale, avant 
d'appliquer à chaque terme la règle du § V. Par la forme de la série 
ainsi obtenue l’on jugera sous quelles conditions elle peut être conver- 
gente. Cela posé, j’observe d’abord que la formule ( 3 g), en y appli- 
quant la notation de Lecesdre , revient à dire que 



Donc en développant ces deux fonctions par la première des deux 
séries (109) l'on aura 
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-, ' , i a a a i 

' / i — ( i — a)x i -+-a — x a — (a — a)x \ 

+ *_[_*£**)(' t --m— Î-Y-t-^I 

I — Xf\ 1 — X/ 1 — X t 1 — X|V I — X/ (l — X) \ 

h.ak ,1/ a V a 1 

H ' ( I— a-f- ) — rj • 

i — xlv î — xJ (i — x) 


— etc. 


Maintenant, si l'on développe ces binômes l'on trouvera aisément 
qu'en faisant 


(ii 6)... n(i — a )—/',( i — a) — A',(i — i — a)’ — A 5 ( i — a)*- 4 -ctc. ; 
^(.o=H(i — a) ; 

a) 


_</.n( t— a) . 

— d( t"— a) ‘ ’ 


. — </Ml(. — a) . . 


J. y 


[d( \ — a)] 


iî — a . 3 . X , ; 


. d‘. n ( i — a) , . ... 

[rf( ,_(,)]« i ).(a.3.4...»)Ar l+< , 


l'on a , 


(117)... f ( x ) = h \ 1 3 — 

' J ' ' I 1 — (1 — a)x i-t-a— x a— (a — a)xl 

• la a s 1 a ^ A,y t 

■+■/! S--+- ; ^r-t-i — i -+- ; ’-j-t-ete. j . 

( 1 — X ( 1 — x) ( 1 — x) ( 1 — x)* t 


Une fraction quelconqne de la forme - — étant développée sui- 
vant les puissances entières et positives de x donne, en multipliant 
chacun de ses termes par 1 , P,, P,, P, etc., respectivement, la série 

- j 1 -+--P x-t-^î/’.x* -t-2- P„x"-t-etc. j , 

P' P P P ’ 

laquelle naît, comme l’on sait, du développement de la fonction 
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P=(p ' — ipq ft.x-t-ÿ’x’) -1 . 

Ainsi cette transformation est immédiatement appliquable aux cinq 
premiers termes de f(x), lorsque l’on veut former la fonction désignée 

par s (p, a"). De sorte que, il faudra remplacer - — î— ^ par 

X= i /’jx'-t- etc. =( 1 — îiij+i) l , 

tandis qu’il faudra remplacer ^ , - — - — -, , etc. par 

1 r (i — x) (t — xp 1 

X = i -t-a P t x-^-'i / , ,x‘-t-4/ > jX*-4-etc. î 

A’ '■= i -4- 3 P : x -t- 6 P.x’-t- i o P,x'-+- etc. ; 


. +nP x +!±±Üp, x '+ n ( n -*- p, x >+ e te. 

Il suit de là qu'en posant, pour plus de simplicité ; 

<? = J i — a(t — a)p.x-t-(i — a)‘x*|‘ 

(?= j(n-«)‘— 3(i-t-a)ft.x-4-x*J' 

Ç"= î 4_4( a _a) fl .x-f.(3-a)‘x‘j- i ; 


nous avons 


(||8) ... ç(fA, x)=A-| i — Qa-t-Ç'a — Q"a| 

+h.\Xp)9L, X X^ X^+etc. J . 

Les séries X { '\ X m , X' ü etc. sont facilement sommables par les 
coefficiens différentiels de X pris par rapport à x: car, avec une légère 
attention, l’on reconnaît, que 
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IW=I+I 


dX 

dx ' 


V(11 „ , dXx‘ cbx 


XW=X-*-S.x~-*-2-. 

dx a 


d\X x 3 ^ 
rfx‘^ 3 . 3 ‘ <ir‘ ' 


A< 5 >=A'- 


. dX r x' 
-hG— 

</X 3 


æx x 1 rf’A 


x‘ (t'X 
a. 3.4 ’ dx* 


elc. 

La loi des cocflicicns numériques de A'*' 1 csl évidemment la même que 
celle du binôme (i-t-1)" -1 . 

Or nous savons, d’après la formule (aq), qu’il faut faire x= 1 dans 
le second membre de l’équation 


7 = a x r J x *-t-?(fi, x) , 


pour avoir l’épaisseur de la couche électrique à la surface de la sphère 
du rayon égal à limité; partant nous avons 

( 1 1 9 ) ... r =zh— A. a (ç-»-3x^-»-/i.a(ç , -t-3x^)— A.a(<7'+jxîyj) 

/ 'c>a( A ' +î xJi) + V(' ï,,1 +»^-) 


dx 
dX& 


■ - 4 ; , ; a’^A' (1 --+- 3 x j — l+eus. 


r> 


pourvu cjuc ces fonctions de x et de fi soient réduites à des fonctions 
de fi seulement ; c’est-A-dirc À leur valeur particulière qui répond à 
x= 1. En faisant x= 1 , le radical désigne plus haut par P donne 


(no) 

doue l’on a 


P-i-ix 


dP 

dx 
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_ rfA 

X +' x dï = ° ' 

.^Q_ 


’ dx 

|i — a(i— a)fi-i-(i — a)*1‘ 

/<?'_ 

(i a)* — i 

dx 

i 

|(i-»-a)* — a(t -ba)/j.-h i |‘ 

jçr = 

4— '(a — a)* 

1 


14 — 4 ( a — a)p-*-(a— a)T 


dX'" v K dx ,d'X 

A !,, - 4 -ax — ; — =JT+ 5 x-T-+iJr 
dx 


Et comme nous avons, 

Tx^ 1 * 5F* ’ 

y „ ,dX i3 ,d*A .rf’A 

dx dx a dx dxr 

v dX a 7 a5 ,d'X x> d'X 

x '+' x -dr= x +" x d-x-*~}. x ïü‘+ 6 * > 

v ... dX< » v . dX , J'X 3a ,d'X 

X*'+ix- JT =X+i6>x^ + *lx jp-l-y* 

4t ,rf'A x ! d'X . 

" + "a4 X dx'~*~ ii ’ dx’' ’ 

rfA<“ „ dX ,rf*AT 65, ,5 J A iiSdX 

x »+' x inr=x+ii x K+K*7?+^J3 ^*d* 

6i ,</•* x 5 rf«Ar . 

”*”:ao (T? " + " 6ô ’ î7x* ’ 

„ dX go ,rf*X 1 15 .d'X ao5 .d'X 

A w -*- ax— j — =A+»Xj — h^x r+- - _x , - r - 1 +.-^-x , T— ; 

rfx <fcr a dx 3 dx a4 «x* 


- 4 - ix 


9 ^X 


d'X 


.d'X 


u s ,u /». « a vs 

^ -j — r + — x -j — - -f- ta - X ? ~ 7 — - : 

a ax s 44 a** 3t>o dx ’ ’ 


etc. : 


«4 
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il viendra , en faisant x= I ; 


dX « ,dx ZF . 

— = 3 - 7 - -t-a-j— , , 

M ii ax 


X"-*- 


dX w -dx 


i3 rfVv Zx 

a d^+dx' ’ 


•*!«-+- a 


A™-*- a 



dx a 7 

d'X 

a5 

d’T 

i d'X 

dx 

SdTx+'i- 


7T 

•rf?-* 

3 dx' ’ 

dX™_ 

dX - 

d'X 

3a 

d'X 

4 1 i/'F i 

dx 

^dx^^ 

dx'+ 

T 

ZP" 1 - 

a 4 ’ dx*~*~ ta 

dX&__ 

e dx . ,, 

d'X 

65 

d'X ^ 

ia5 i/'F 

dx 

1 5 -ÿ — H 35 
dx 

2 F + 

3 

•en?* 

a4 ' dx' 


6 

i d'X 


I d'X 



iao ' dx* 

6 o dx* 

9 


rf’.Y 


'■N.-S— S^-S^-S+ï-S-l-S 


</x 


f/.C 


3 ' 2F a4 dx % 


’2F 


27 ‘f'.V I Zï 
i .{4 dx i ~*~ 3Üo rfx’ ’ 


etc. ; 


où ^ etc. désignent les valeurs que prennent ces coefficiens dif- 

férentiels après avoir fait x = t . 

D’après une formule connue de Lagrange (*), la loi de ces coefficiens 
est telle que l’on a ; 


(*} Voyez page 916 du Volume de l'Académie de Berlin pour Tannée 1779. 
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dX 

I 

dx 

3‘K>-f* * 

d'X 

.‘■J f, 1 

dx? 


d'X _ 

t.3.5 (i 

dx 1 

3^K 1— n 

d'X _ 

.. 3 . 5.7 G 

dx' 

3»|/l— ft V 

d'X _ 

i.3. 5. 7 . 9 / 

dx* 

1—fjl 

d'X _ 

1.3.5.7.9.11 ] 

dx' 

ïîy~T—n 

d'X _ 

. . 3 . 5 . 7 . 9. 1 

dx' 

a"»y . — ~ 


9 ' i— ft i-3(9-7)‘(i —/*)“■ 
6.5 i 6 . 5. 4. 3 i 


• 4 - 


6.5. 4-3. a. i i 

i .3.3 (ii .9.7 )'( 1 — n ) ! 


. i3 1 

etc. ; 

De sorte que nous avons 

dX‘- 

d X 


7.6 i 7 . 6-5-4 ' 

.3 ’ 1 — fi 1 1 .' □ ( ii. 1 1 )’ ( 1 — n)‘f 

7 .6.5. 4 .3. a 


i.3.3(t3.n.g)'(t — jx)‘ 




X <*> 4 - 31 


d JC 
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X "-+-3XÎ 


*<"•+- « 


X&+3X 


X^-t-ix 


etc. 


dX t‘> 

3 < 

ri 



dx 

> M 

sa t 

— fjJ 


dX^ 

( 

r 5 — 

1 _V 


dx 

M 

a‘(i— ft) 1 

l i 

-td ’ 


dX&_ 

5 

'35 

i 5 1 

3 

J - 

dx 

5 M 

s 3 a 

8 ’(i-fi) 

*<•-»»: 

dX^_ 

• î 

f 189 

>o 5 

45 ■ 

dx 

T >1 

A'-nY 

s 3 a _ 

8(1 -^) + 

8(< — ft)‘- 


Eu substituant ces valeurs dans l’expression précédente de y nous 
rons ; 

ùa*(a— a) ^ /ia‘(i+a) 


(i ai) 


(i— a(i— a)fi-»-(t— a)*! 1 I(i-t-a)* — a(n-a)ft-t-il I 


Æa‘(4— a) 


Aa‘ 


14 — 4( 3 — a)(t + (s- a)*) 1 f*)‘ 


A‘-nY 


'9 _ 

3 Yi j- 

( 5 

6 

\ a j . 

.3 


V 5 

1 — 


t 7 5_ 

7 5 h 


i5 

) a> ^(5) 

3a 

8(* — f*) 

8ô 

! — f»)\ 

i%_ 

to5 


45 

Y,» A 

. 3a 

1 

00 

1 

8T 

'-M' 

) a "('J 


V- 4 -etc. 

où les coeOicicns 4,), X lk) etc. pourront être calculés par les séries 
suivantes; savoir 

A, -a)'- ; 

* 

= i) l+, .i(<-t-i)* w . 1 (i —a)'- ; 
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À , = 7.( — —a)'- ; 

a 

■30 

')***•«('-*- 0(«-*- a )( i -*- 3 )*( +t (' — a)'~‘ ; 

a 

etc. 


La série que nous venons de trouver est ( comme cela est déclaré 
par sa forme ) d’autant moins propre au calcul numérique de l'épais- 
seur jr de la couche électrique qu’il s’agit d’un point plus rapproché 
du point de contact , puisqu’elle est ordonnée suivant les puissances 
négatives et fractionnaires de i — fi=i — cos0. Mais la théorie de la 
transcendante par laquelle f(jc) est exprimée à l'aide de l’équation (i i5), 
offre un moyen de parer à cet inconvénient , en nous fournissant un 
autre développement de la fonction Z*(p) ordonné suivant les puis- 
sances négatives de p. En effet; ayant posé Z(p ) = Log.r(y3) dans le 
§ IX , nous avons la série (*) 


( i a a )...Z{ p)=^p— 0Log./>— ^Log.{ait)-f- ~ 


A' 

3 P' 


B' 


C' 


X{p'^5.G.p' 


-etc. 


où A 1 , B 1 , C’ etc. désignent les nombres Bcmouillims , laquelle étant 
diflerentiée par rapport à p , donne 


(ia3)... Z'(j,)=Loç.p— — 


A' JT (V P' _ 

a /fp* Gp l ’~*~ &jp 


Donc, en appliquant cette formule ail second membre de l'équa- 
tion (î i5), l'on obtiendra 



(*) Vom pige JW du prtmicr Volume de* Ettrcit» de (.aUul Itilrgral de Lr(.i'tm 
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Mais, 

^Log. |.+~j ; 

O 

('-a+7~ ?) "=( , +*rj , - 7T | Z ^f; 

partant l'on peut écrire 

I 

i i\ n \ hb f dt Aj b 1 

( ,a 4)-- •/(■*) i-t-6'J — x)"*"a| * 1 -t-i — x j 

O 

hb(x+-b)A' t i i) 

a j(t-+-A — x)' 6* J 

, hb(i+b)'B' t t » » 

4 ( ' }( I-+-A— x)' F‘l 

j-pi 1 « j 

0 l* A‘‘j 

-+-etc. 

Cela pose, si l’on fait x i r= — , l’on a, pour toute valeur im- 
paire de l'exposant n ; 

(t— x)’=— \b — (i -4 -A)(i — x,)|*, 

et par conséquent , 

(i— x)" _ b" nA—(i-t-A) n (n — i ) A— ‘{i-+-A)‘ _ 

(i— x,)'*' H (i— x,)* a ' (ï— x,)-‘ "*■ 

Il suit de là, que nous avons 
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dt 

Ai 

A 1 i 

1 A J 

(A-t -<)- 

tx * a |* 1 

-t-A 1— x,l 

hb A' 

1 6 

(«-*-*> . r 

>j 

* a(i-t-A) 

)(!— X,)‘ 

t -*, 1 V, 

| 

A> 

3 A'(i -t-A) 

3 A( 1 -t-A)* 

AA»' ' 

|(* — ■*■.)* 

(<-*.)* 

' (•—*.)* 

4 ( >-*-*), 

1 

(>+*)* 

/t-t-AY 

( 


I— X, 

+ V A )' 1 

1 

f A' 

5 A*( 1— t-A) 

toA’(i-t-A ) 1 




hbC' U 1 — x .)‘ (•— ■ x.Ÿ 


6(7+*)) 


— etc. 


/,+*y ! 

( 1 — X,) I — x t V, 0 ' 


(i— x,) 1 

-)< 


Maintenant, si l’on applique aux différais termes de cette série la 
règle enseignée pour dériver f(fi, x) de f(x) l’on verra aussitôt, 
que , en posant 

7’ = ( A -M )‘ — a (A-t-t )(^x+(‘x‘ ; 


l’on a ; 
(ta 6 )...f(ft, x)= ^ 


X=(i — afix.-t-x,*) s . 


hb „ AA 


a 

r Ht 

J K - ? 


2 a(i- 4 -A) 

( A’JT.w— 3A*( 1 -f-A)AT l ( 1 >-*-3 A( i-t-A)Ur,<*î— ( 1 -t-A)MT ) 
AA»' ] I 

4(>-+-*)| +( iJ r) , ( | - 3i> , j: +3j>,x > -v) | 

A’jr, (t) — 5 A i ( 1 -t-Ajjr,< s >-t- 1 oA’( 1 +A)*jr,(# 

— ioA‘( M-A)'3V , ’-t-5A(r-+.J)'A’;‘>- ( . -t-A) 5 JT | 

H_Ay\ 1 — 5 /*,!+ lof’.x* — io/ > ^r*| 

-t -SP.x'-P.j* I 


hbC' 

"** 6 (i-t-A) 




— etc. 


Digitized by Google 



Iü8 MÉMOIRE SUR LA DISTRIBUTION DE L’ÉLECTRICITÉ ETC. 

m'i les fonctions X^ etc. se déduisent de celles désignées plus 

haut par , X^ , etc. en y remplaçant x par x t . Pour tirer de là 
répaisseur y , conformément à l’équation 




il faut observer que l'on a 


dl rw dX} m) i dX' m) 

r dx ~~ 2X dx t ' i -+-b 3X1 dx t 


et qu'en conséquence, si l’on fait 

U {m) =X}->-t-ix 


dX>* 
dx ’ 


il suffira de remplacer T i i “ ! pur t/ ( ") . Il est d'ailleurs clair que le polynôme 

r , n(n — t ) , 

1 — nP x -t — S P x — etc. 

’ 3 

doit être remplacé par le polynôme 

. , _ _n(n — 1) , n(n — i)(n — 2) _ 

O w = t — 3 nP x-t- 5— -P,x — 7 —I ^ — P,x‘-t-e te. 

' a # a.o 

Le terme affecté du signe intégral iutroduit dans r le terme 

I 

AA frf/|(A-M)*— <‘x‘| 

rïïj t\t 

O 

et comme I on doit y faire jr=c , il devient égal à 


1 

hb r dt\b'+*bt\ 

' " l ’ A J [P-t-ibt^i -n)+j( 1 — pKJ 


Donc eu appliquant ici la formule 
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dt \ 


lOC) 


I on trouvera que le terme affecté du signe intégral donne dans y cette 
fonction de fi ; savoir 

hb 1 1 b I 

( 1 ■*■*)(’ f 1 ) I ' 

jhb 

y r *‘-t-a(n-é)(i — n) -t- a (1 -*-£)"( 1 — /i)j ' 

Ei» réunissant ces parties l’on aura ; 

I I h hb 2 h b 

' 27 ^ = â _ a(.+i) 1 ' ' ,-h!i) ( i _^ j b+\b'+2( . H-*)( . -ft ) î 

(A’ïï (,) - 3i*(. +b)V' ^ 3 A(i 


/ti# 


V w ) 


— 5A‘( , («h- t o6'( j -t-ij'ï?!*!— , 0 6»( , +b)T : ‘ : 1 


/iéC' 




— etc. : 


où g 11 ', <p> etc. désignent les valeurs respectives de ç' ,! , <p etc. après 
avoir fait *=t; et TT 1 ' 1 , W'\ etc. les valeurs respectives de £/<•>, 

U l ' ! etc. après avoir fait x = — ! — . 

‘ 1 -t -b 
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Pour former les expressions des coefficicns J7 (,) etc. , il faut 

d'abord observer, que, l'application de la formule de Lagrance citée 
plus haut donne, en posant pour plus de simplicité ; 


<tx. . 

J‘X. 


«_■ — V-f.+'T, . 
'* 


i=-i. 3 . 5 (x,-,A)>*p|.- 2 ^fl| ; 

5.,4.S.,(..-RWj.-^R*i^jJ,R-t , 


iOX. 

dx 


i£X. 

dx. 


•LL 

dx* 


=-t.3.5. 7 . 9 (x-^) i Jr,” 



. 5.4.3 a 
t. 3(9.7) 


1 


^,=31.3.5.7.9.1 1 


U 1.3(1 1.9) 


6.5.4. 3. 3.1 DI 

1.3.3(11.9.7) ’ 


££ = -.. 3.5. 7.9.. ...3 (x-ïYX«\ 


1 - 14 * 

>3 


7-6. 5-4 
1 .a(i3. 1 1) 

7.6. 5. 4-3. a 


fl* 


1 .2.3( 1 3 . 1 1 .9) 




etc. 


donc en substituant ces coefüciens diilérentiels dans les formules pré- 
cédentes, l’an aura 

t/i” = (.-*,*) JT.» ; 

p i ).r,Vax,*(x,-.fA)‘-r i s (3— afl) ; 


f/:» = X, — 8x, (x,— fi ) X* +jx i '(x i -u)'l i ! (3-îfl) 

-Sx^x-ixyX^S-S.iR) ; 
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U' —X— 1 1 x,(x — ft - 7 x,*(x.— n)'X, s ( 3 — a H) 

— ^x.^x — iiYX,i(5— 3.aR)-*-x,Hx — ti)'X?\S.-;— 5.4-3/f-»-4.3 ft'| ; 
U<»ü=X — i4*,{x— f t)Jr, , .+-a3x i *(x l — ft)*jr, ! ( 3 — a R) 

-^x, s <x l - f t) s jr i "( 7 . 9 - 5 . 4 - 7 fl-*- 5 . 4 - 3 fl*) ; 


t/v=:X — i7x,(x— f »)JT, > -f.35x l , (x 1 — fi)*AT, s (3— ail) 

— fiSx.’tx,— (xJ'Jf.’tS— 3.a/l)-»-i|=x 1 »(* 1 — j»)U 7(5.7— 5-4.3/f-»- 4-3/i*) 

— — u.) 5 AT,"(7-9 — 5.4.7 «-I- 5 . 4 . 3 /Î*} 

-4- ^x i *(x l — (tyx^.g.u — 6 . 5 . 7 .gR-t- 6 . 5 .a. 3 . 7 R' — 6.5.4 R 1 ) ; 

clf. ; 


d’ofi l’on lire en remplaçant it par sa valeur , et réduisant , 

f/< •>«=*,’(, _x,-) ; 

£/w s =* > s J(.- 5 x, , )-i-fix 1 (i-i- 3 * 1 *)| ; 

U m =X l ‘ l | ^1 — Y^’+^r'^+fix^u -+- 1 4 J",*) — p’x,’^ 1 -t-— : 


V'-=x.U 


l(t — ^-X.’-H^X,* )+ftI (3 + 




)| 


S ^i — 3ax,*-4-5^x l * — ^2x‘^-*-ftx t ( 4-4-78 x t * — 06 x i ‘)J 
— ^.‘(s^x.- — i^px l '^-4-p'x l , (3-4- 1 iox,‘) 


( 5 3.5 

Il'xM l X 


■Wlj+f*’) 
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i4o x*< — 

f/w-.v- | ^px/-+.2^x.‘) 

, i585 , 385 . \ 

r r*') 


; 


-4-/x\r 


**;(_»*_ ÎÏ& 


8 8 




etc. ; 

ou bien , 

= — X*(x t -i- i)(jr — i) ; 

ü w = X* j(i -f-3x ( )(x ( — i)* — x,(i +3x'){i — ju ) | ; 

( ( I 5x, ) (Æ, — I )‘h-x, ( n- 1 4 x,‘ )( I — ft ) 1 


U-"=—X}{ 


6'‘= AT» 


^(iH-^x.Xx, — i)‘ — x t ^3-t-^x ( * — — .“) 

! (i -i- qx, )(x, — i )'-f-(4x i -t-'j8x i ! — 6Gx, s )(t — fi) 

- ( 3x .‘-*- : y *.*— ■x x,4 ) ( ' 

■(”>1 — f*’)— f 1 ')] 
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U^ssX "< 


-•'•'O-T'.'- 2 ?'*)!— ' »'> 

-».(s + !*,,-- 255,..) ( ,_,.) 


Cela posé si l'on substitue pour x sa râleur — — - , et si l'on fait 

1 t -i-b 


pour plus de simplicité , 
l’on aura 

V" ) =U' < £^(*+.b)b ; 


F ;, )=£/ s j (4^) A -_ (4 ^ aA + *>)( , _ h) J . 

f( 8-4-A) — 3(i-+-*)»J(, — fa) 

“ — ï 35-*-( t-t-6)‘]( i —/i') 
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/ ( I 0-4-6 I -4-A j[66— 9Ô( i -*-&)*— 4( i-h 6) »]( I — fA) \ 


I _[ i 35_5o 2 ._ 3 A ^ 

,(i-+-£)'J L 4 4 J 


r.35 

5o7 

L 4 

4' 


T.V—f/'l O •*•*)' 

V ~ U b ■* 


— ( H-6)[i io-f-a ( i -»-*)*] ( i — n') 

[ ( < , -^)*-m4o( ,+ty*5( < ,- F )\ 

(. "■*“ A )*-*— S { i (, — p?) \ 


385 

i585 

4 

4 


1^25 

35 

I 8 " 

"“8 




de. 


Relativement aux quantités j®, Q [S * etc., il importe «le remarquer 
que l'expression île Q^"'- peut être écrite ainsi: savoir 


( 1 2«)-.-ô* = — 3n (P, — » . )- 7 ?< ” ~ K a *- *" (*<- > )-+-«*<• ; 

et cela , à cause que le polynôme 


i — 3n-t-5 


«(»— ') i)(n — a) . 

7 — — :> ~T“ eu*, 

a 1 a.3 


devient égale à zéro pour toute valeur entière de n plus grande que 
l’unité. Comme les coefliciens P tJ P t etc. deviennent chacun égal à 
l'unité en y faisant fL=i, il est clair que Ton a 
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n‘) ; 

p >— i =^ (l — f*) — §( i — f* 1 ) ; 


Pt - > =-^( < ; 


La forme (les fonctions P* 1 ’, P 1 * 1 , F !>) etc.; Q l)) , ç< 5) etc. est main- 
tenant telle qu’il est facile de vérifier, que la première ligne de la va- 
leur de y donnée par la série ( 127) , ainsi que chacun de scs termes, 
respectivement multiplié par A', B’, C etc., devient nul en y faisant 
, comme cela doit être. Cette série cesserait d’être convergente 
en s’éloignant du point de contact; mais elle est avantageuse pour cal- 
culer l’épaisseur de la couche électrique aux environs de ce point. 
D’après cette propriété et la propriété analogue de la série ( 1 2 1 ) il faut 
regarder les séries (131) et (127), comme propres au calcul de l'épaisseur 
électrique vers les extrémités opposées de la couche ; et cet avantage 
suffit pour 'rendre raison des détails dans lesquels nous sommes entrés 
pour établir ces formules lout-à-fait nouvelles avec toute la clarté [wssible. 

A l’égard des points intermédiaires il y a une troisième série qui 
s'obtient immédiatement à l’aide de la formule primitive (H) trouvée 
dans le § VII. En faisant P=o , et g=h , cette série donne 


(129) f(x)=zhb 2 . ï hb 2 . D 1 j- ■ , 

’ -, P-q* • pf-qx 

après avoir fait 


p = b-t-n( 1 -4-4) ; 
q=n(i+b) ; 


q' — 1 -t-n (1 -4 -b) . 
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Donc, en appliquant à chacun de ces termes la règle démontrée 
dans le § V, nous aurons la série que Poisson trouve dans la page 74 
de son I er Mémoire; c’est-à-dire 

(1 3 0) 7 (p, x)=l,b\(B-RJ)-i-(n— il/ fl,')-4-elc.J , 

où l'on a 

j"‘j 

H.'= [p" — ip'rfn • * -+- fx' J ~ 1 ; 

II suit <lc là, et des formules (39) et (1 30) , que l’on a 

O t * CO f» f» 

( 1 3 1) . . . — — — kbTL. — 2 - j . 

( p * — 2pq.cos0+q x f 9 (p n — 2jJq'.C0S r J-+-q n * 


En remplaçant b par j, Ô par $ % i et y par bz cette formule donne 

<f'-n a - ,r- P ‘ 

b ’ 


h » 

(,3a) . .. -=y.Z. 


(17" — iq'q.cosO,-t-q‘)‘ ’ (p" — 2 p'p.cos$ i - 4 -p‘) s 

pour expression de 1 épaisseur z de la couche qui recouvre la sphère 
du rayon b. 

En faisant le meme changement dans les formules (tai) et (127) 
l'on aura les valeurs correspondantes de z ; mais nous nous dispensons 
d'écrire ces formules pareeque leur formation est tout- à-fait évidente. 
Pour faciliter le calcul arithmétique de la formule ( 1 3 1 ) nous ferons 


(y=t»ng.(45* 


•ni 


cos £=cos$.cos2 II ; 

b 

tang. n 


^ = tang.( 45 "-t-ll') ; 

00s Ç'= cosî.cos 1 1l’ ; 

b 


A-t- an(i -t-6 ) ’ ,a "S- n 3 - 4 -n(i -t-A )] ’ 


ce qui donne 


h b “ cos(45“-4-ll).sinaII h b t cos (45'-t- II'), siu a 11' 

77TZ ïïpï . , . , I,, 

r <7.5111.— Ç r 47.S111 
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-, ii > . • . rr ^ , b COS (45' , -f-n ) .. 

Et comme l équation tang. H = JT+'îq ” onnc ÿ = y= i * smTï 1 1 eî!l 


clair que Ton a 


. , * cosIT.sinMï . £ cosfl'.sinMV 

( 1 33) . . . jr=h.*. h.£.‘ 


• • j * « 

sin\ - Ç 


sin’.-Ç' 

2 


Maintenant j’observe, que les deux angles II et IT étant liés par 
l'équation 

< *34) tang. (yo* — fl' ) = ^ -t- tang. (go*— Il ) , 

l'on pourrait développer l’angle n’ par la série connue (*) ; 

(i35) . . . n’=n — i'-+- sini/. cos(a FI — i p') — ^ sin‘if sin ( 4 n — af) 

— ^sin J ^'.cos(6n — 3f')-+-^sin'é'. sin(8n — 4 'Z) 

i 4 

-+- ^sin'<|/.cos( 10 II — 5 </>') — gsin‘^'.sin ( iiü — 61 Ç) 
-♦-etc. ; 

où l’angle : V est déterminé par l’équation tang. • 

Mais, en général, il conviendra de faire tang. ^"= ï— , et de calculer 
l'angle 11' d’après l'équation 

sinll.sinii" 

tan 6 n = sin(.l-fr) ’ 

Lorsque b sera un nombre entier , si l’on fait 
■n _ b(b^-an) 

1 « J > 

J(£-4-n)‘ — 2n(b-+-n )cos 0 -\-ri |* 
n' = n(l -+-A) ; 


(*) Vojei page 941 du fécond Volume dea Exercice* de Calcul Intégral de LtcEirpaa. 
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il est clair que l'on a 


t - P'—<f . -r _ 

J J » ■* «■•►I— s * 

(/»’ — îpq.cosO-t-q'f (p" — ip'q’.cosO-^-q 1 ') 1 

et par conséquent 

(■36) <r _ft*|i.r,-£.r iAM | : 

donc en faisant 

tang. A = y ^ 2n > costf = cos î. cos a A ; 

,, cosA.sin*. A 

(J „ — » 

sin’.-* 

a r 

l’on aura T m =s i . U. ; et 


(<3 7 ) r =h-h\ l +T..U.^-\.U m \ ■ 

Si l'on veut savoir a priori combien de termes de cette série l'on 
doit calculer pour avoir y avec un degré donne d'approximation , l'on 

fera 7\ = ; ce qui fournit l'équation 

^(6 -4-7» )* — 2 7i(6-4-t*)cos 0-4-7»*^ =£*(6*4-271)* io a *, 

nu bien 

( 6 \*j* £‘(6-4-27»)*. io àX 

T ^ > === 6 .'il, * 

asm. -0 11 a 6 , sin - 6 

En prenant le logarithme tabulaire des deux membres de cette équa- 
tion , nous aurons 
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I 3Log.|n(6-*-n)-»-^ as i n i •)'l — a Log ( A -+- a n ) | 

= 3 X-»- 3 Log. A — 6 .Log. a — 6-Log.sin.^ 5 

De là il sera facile de tirer la valeur de n à une unité prés. 

Soit, par exemple, 5 = 3o"; A = i ; 1=3; nous aurons 

3Log.|rt(i-»-n)-+.3, 73 ao 5 j — aLog.(i-+- 3 «)= 4 , ig38a-t-3, 53303 = 7 , 7 i5S4- 


i n prenant ^=119 le premier membre de cette équation devient 
7, 70773, et en prenant n=iao il devient 7,73330. Ainsi il faudra 
calculer 1 30 termes pour avoir la valeur de jr à un millième près. 

En faisant 0 = Go*; A = 1 ; à 3= 3 , l’on a l’équation 


3 Log. | n(t -+-«)•+• 1 j — 3 Log. (t ■+■ an) = 6 ; 

ou il suffit de faire n = 44 , puisque sou premier membre devient 
6, 00187. 

En faisant 6=90“; A = 1 ; X= 3 ; l’on a l’cquatiou 

3 Log. j n(n- 1- i)-t-o, 5 | — aLog.(t-t-an) = 5 , 09691 , 

où en posant 11 = 3 6 le premier membre devient 5,09139. 

En faisant 5 =i 8 o”; A= 1 ; X = 3 ; l’on a l’équation 

3 Log: j n(i -+-«)-*- 0, 35 J — aLog.(i 3 «) = 4, ig383 ; 

où en posant n=i 5 le premier membre devient 4 , > 5 ga et en y fai- 
sant n = ■ 6 il devient 4, 3669. 

En posant 5 = 6 o“; A = a, X = 3 , l’on a l’équation 

3 Log. | n(a-+-n )-+-4 j — aLog. (t -+■ /i)= 6 -+- 4 Log. 3=7, ao 4 ta . 

Eu prenant n = 48 , le premier membre devient 6,7635, et en faisant 
« = 49 11 devient 7, 79744. 
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Comme le nombre n ainsi trouve représente un multiple de i-fr-6, 
il faudra le diviser par 1-1-6 et doubler ensuite le quotient pour avoir 
le nombre total des termes de la forme U* qu’il faudra calculer. 

Si l’on demandait le nombre des termes relatif au second membre 
de la formule (t 3 i), il faudrait tirer la valeur de n de l’équation 

A* 1 —'/* _ * 

- — * 

( p * — 3 pq . cosQ + q')* 10 


laquelle étant traitée d’une manière tout-ù-fait analogue à la précédente 
deviendra équivalente à celle-ci ; savoir 


( l3 o)< 


3 Log. | ( 1 -t-b)n [A-*-n( i -t-*)] | - aLog J H-an( i -ni) J ) 


I = 2 / 2 Log. b — 6 Log. 2 — G Log. sin. — 0 . 


Les formules (121), (127), (i 33 ), et (137) que nous avons démontrées 
dans ce §, offrent, par les séries, une solution complète du problème 
concernant la loi de l'épaisseur de la couche électrique qui recouvre les 
deux sphères en contact. Cette solution deviendra beaucoup plus inté- 
ressante en la rapprochant de celle, sous forme finie, que nous allons 
exposer dans le § suivant. 

En terminant ce § il ne sera pas inutile de faire observer , que la 
série (i3i) présente un inconvénient analogue à celui delà série ( 121 ); 
c’est-à-dire que l’on obtient j— — oc pour 0 = o. Car, alors l’on a 



a h 


' ■ (/»-•-</)— )=— -r • 2 



1 -4- t ■+• etc. ) = — OC . 


§ XV. 


Je vais maintenant exposer le calcul par lequel on tire de la for- 
mule (//"), trouvée dans le § VIII, l’expression de f(p, x) ainsi que 
celle de l’épaisseur de la courbe électrique sous forme finie. D’après le 
principe démontré dans le § V, relativement à la transformation de 
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toute fraction de la forme , il faudra d’abord , après avoir fait 

p-qx 1 

n il A h b I 

P— o, remplacer le premier terme ~ — * ~ f ~ > par 

h bh 

3 -♦-A)* — a(i -\~b)px~\~x l 

Pour pouvoir appliquer immédiatement le même principe au second 
tonne, j’observe que l’on a 

O 

donc, en développant le binôme f i — suivant les puissances 

entières et positives de x, et multipliant ensuite chaque terme par i, 
P,, P„ P , etc. , rcs|>cclivcment , l'on verra que le terme 


bh 




introduit dans ?(ft, x) 1 intégrale definie 

hb Ç dl 

<(A-t-<)ftx-M‘x“ 


h b f dt 

i -4 -b’J y b'-i- 2 b(i — ptx)t-t-(i — a/ix-4-x‘ )t‘ 


Kn appliquant au troisième et au quatrième terme de f(x) la formule 


au Ver; y—, 

a ‘-t-u a u y— 7 a — uy~t ’ 

l’on aura 

a(t -t-A)fi x)< V37 JCT, 

b'+(t-4-b)\ i — x)‘t' />+{ t-t-/>)( t — x )< \—t b — (i-+-i)(t — x)<y-T7 ’ 
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2(l-4-6)(l X )t 

(i-t-6 — x)*-»-(n- />)■(! —x)'t 

YEH YB 

(H-A — x)-t-(i -4-*)(i — x) t i (i-»-i— x) — ( i-*-4)(i — x)/J/— t 

Donc, le troisième terme de f(x) introduira dans ?((*, x) l'intégrale 


0 

r * i « 

{ . 

1 («>"— 


quatrième 

terme introduira l'intégrale 


-hby-x 

J 

00 

f dt J _ , 

■ i 

| (*”<-.)! y p'+Q-y-, 



O 


où l’on a fait pour plus de simplicité ; 
P =b‘ — (i-t-i)’(i — 2/in -x')Y ; 


Q =ai(i -t- A ) { i — iix)t ; 

P'=( i - 4 -i)( I -I- b — 2px)-4-x*— ( i -t -4 )‘( l — 2 ,ux-t-x’)l’ ; 
Ç>'= 2(1 -+-A) J 1 — î^x+x'+i) 1 — px)jt . 

La Somme de ces ijuntrc parties donne 


( x)=~h 


h b 


2 2 y A‘-t- 26(1 — iix)- 4-1 — i/tx+r 1 

dt 


hb f 

-,+b) 

■ hb\ : 


y Ù‘-*-2 b( I ftX)<-l-( I 3/J.X-hx')/' 

« 

f dt 


-h b y 


00 

— f dt 


) IY J'-t-QlB V^-QV- 

l I 1 
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Maintenant, si l’on veut faire disparaître les imaginaires, il suffira 
d'appliquer ici la formule 


y-, y-, syjà 

y A+BY-i Y J'+ï? : 

mais, la forme affectée du symbole imaginaire est préférable pour ob- 
tenir l'eipression de l’épaisseur j de la couche , laquelle doit être dé- 
terminée d’après l’équation (29); c’est-à-dire, d’après l'équation 


r=-'An, 




où l’on doit faire x= 1 après la différentiation. Nous allons exposer le 
calcul qui fournit cette formule. 

Après avoir fait x=zi , l'on trouve 


P=b‘- 2 (,+b)‘(,— rtt* ; 


Q = 3 é(i- 4 -*)(t— p)t ; 

/ y =sà*-+-a(i -♦-*)( t — f») Ji— (i-t-£)t*| i 
Q'=3(m-ô)(a-t-6)(i— n)t ; 




^ = 3(1— -ix— bp.)— m)»‘ i 
^ = 3(i+i)(a — 3ft— 6ft)< . 

Il suit de là que , en posant , 
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A/=(n-6)*(i— fi)<* ; 

N =( i -+-è)6(Ji/ ; 

M'z = — ( i — ft — i ■ 4 -é)*( i — fi)<* 5 
jV' = — ( i -hb)(i — 2 f ; 

l'on a 




dx 

~(P+QY=-,i ’ 

d.(P-QY-,)~ l _ 


dx 

~(p-QY=iy ’ 

d.(P'^rQ '\- 7 p 

M'+N'V- r; 

dx 

(P'+Q'V^f 

d.(P'-Q'V- t )-i 


dx 

(P'-Q'V-,)' 


Nous trouvons de même 


t -^-\b x -*-*b( i — ux)-+- i — QUX-+-X 1 
a Je 


>n=- 


( !■+■&), a— i 


|é*-J- ai(i— f»)-|-a(i — fi)(’ 
^-lè*H-a A( i-uJC)i-f-{ i — afLX+.r’)/'J l = — — — — j 5 


Cela posé l'on trouve saus difficulté que, en faisant pour plus de 
simplicité 

P+iM = H j Q + zN = S , 

P-t-iM'=R‘ ; Q-*-iN'=S' ; 

l'on a , 
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, , , «, A**( 3 h- 6) 

(l4l ! ! r 

a|A'-+-a(t ■+■/>) (t — fi)|* 


hb C_ 

TTï j F 


dt 


A‘-4-3é(l — fi)<-*-a(i — <t)/* 
trft.j&p.— (1 — ^)t| 


2hb Ç tdt.\bi± 
”+- y J 1 6’-+- 2 A ( 1 — f 




0» 

-f-*- 


,«)*-*- a ( 1 — 


j (i<-»-.yy-,) _ (R-sy=r,) l 


C dt l (*'+j'y=r.) (H'-S'v-,)) 

J ver;)* (P' — Q'y^ï)*) 


En appliquant ici les deux formules 


h 


xdx a(a A-t-Bx) 

(A+Bx+Cxy— (4JC-1T)V A+Hx + Cx' ' 


x'dx 2 AH—(^AC— 2 B‘)X 

( A+ Bx+Cxy- C(4AC-B‘) Ÿ A-hBx-t- Cx‘ 


ifÿ 


dx 


^ A + Bx + Cx' ' 
ion obtient, après les réductions qui sc présentent; 


f KA‘-+-aA(i — fx.)t-h2[t — [4*. 


2 tdt\bn — (* — M)<1 


|A‘-t-aA(i — a ( 1 — 


•— f* >— f* V A‘-+-a(i-t-6)(i— p) ' 
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Donc en substituant ces valeurs, et observaut que Ion a 

P = b‘ ; ff'=é(3H-é) , 

.V = a b[ i -+- b )/ ; 5' = »4( i ■+•/» )t , 


h b 


l=^ h + { i+b)( 7 = 




lé 1 -*- a ( i -*-A ) ( i — M ) I * 
h b' 


(i -t-b){ i — jajy 6'-4-a(i-t-i)(i —,a) 

, l.C n dt . LL ,f n dt 

U O 

où l’o» a fait pour plus de simplicité 

\fi-t-a(i-t-A)ey^ï] [b— a(i-4-é)ty^î] j 

Y \ (p-t-çy- T ) 1 (p-Qy-,r \ 

(fi-t-3-t-a(i-t-*)ty-^î] fA-»-a — a ( i -v-*) i V— ï] i 

iras— yn7 r v — — f > • 

| (/»’-*- Q'K^) 5 (P—Q'V->T i 

Cette valeur de j peut être écrite ainsi ; 

, A AA aAA 

( a ' >r ÿJ£j r y{ [ , I — U.) { A-t-y/j‘-+-a( I -+-*)( I — u)î 

-fAA | %rt _-»- ; 

O 

où + comme dans le § précèdent. 

Relativement au tpialrième terme, il faut observer, tju en faisant 
par t l'on a 

P=b‘ ; O — o ; P'=b‘ ; <J' = n ; 
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et par conséquent ; 

„ „ — jfA-+-a{. - 4 - 6 )tV— '] [*-»(« I . 

n«*v=« p Tÿi — ~rpr — \ • 

„ — j r*-+- 3 -t-a(n-A)/V-^ 7 ] [* -»- a — 3(i-*-b)/\pP<]l 

,1=-v - j ~^n — m \ ; 

n-Hn'=v^7|4(i-4-i)<y-^ — 4 (i+i>)ty-, j=o . 

De sorte que celle expression finie de l’épaisseur de la couche élec- 
trique a la propriété de devons' nulle as peint de contact. Et comme 
la partie algébrique est précisément la même que celle que l'on voit 
dans le second membre de l'équation (137), il faut en conclure que 
la série ordonnée suivant les nombres BtvwauUiens A', B', C 1 etc. 
représente le développement de l'intégrale définie 


A *.fk±±iÜ. 
J *"*-• 


ce qui est un fait touUà-fait digne d’étre remarqué. 

Maintenant , pour faire disparaître les quantités imaginaires . je fais 


P = U cos <f ; 

P’= f/'cosf' ; 
b =jTcosi^ ; 
b - 1-3 = r'cosf ; 
ce qui donne 


Q = U sinj ; 

Q‘= f/'sinç' ; 

3 ( « -I- A ) / = y sin ; 
3 (i+i)(s 7 "snij>' ; 


a 7 ’ sin 


II = 


(!*-♦) 


CP 


\A 


CPl 


6 sin. -g — at(i-t-/>)eos 


3 


Il'=— 


» 7 "sin(^'~f) 


V n 


3) sin .-c'~ 3t( 1 -t-ô)cos.- ç' | . 

{/»( 3 ‘ 2 ! 
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En appliquant à ces fonctions les formules 
P 


?_ 1/ i_i L ■ 

*~\ 2 2' U ' 


? 1/ ■ ' P 

eos.- = 1/ --+--.-77 i 

2 y 2 2 1/ 


sin.^tp =sin .^ 9(4 

» * 'ï 

COS .-ç I 

2 T J 

Q <2 P+U) 

' v? u'.ÿu+p' 

ens .^ f =cns.i ? ^4, 
l oti trouvera , 

cos'.^f— 3 ] 

>_ Q (=P-U) 

v * ü\ y u— p ' 

*V if> Q\ h 

2t(l-+-A)( 


u * \\ u +■ P 

}/ v—p\ 

"*■ cr ) fi’ - p\ 

2^.^! 4 + s 

f/” fy 

2<(l-t-A)| 

~\Ü'^P , \ 

Q’Jfïj A-*- 2 2t(l-t-A)( 

c‘ )yrr^ 


Pour réduire ultérieurement ccs formules, j'obserse que l’on a 


^=6*-4(i-+-i)Vsi.i\i9 ; 

Q = 4A( 1 -t-A)t sin*. : 

P'=b‘- 1-4 (1 -t-A) 1 1 — (1 -+-A)t‘ j sin“.^5 ; 
y=4{< -t-A)(a-4-A)isiii\^5 ; 

d’où l'on tire 


<?‘= f/'= A' — 8 A' ( 1 -+- A )■ /’ siu*. - 5 . cosî-t- 1 1» ( 1 ■+• AJ'f'sin*. ^ 5 . 

Donc, en faisant , 
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4(i -*-6)'.sin\-5 
2 


Tz=Y H — A ; 


B—\ t ' — a Al'. cos 0 ■+■ A ‘ ; 


T=\~R + C—A ; 


nous aurons ; 


P =b ‘- b 4 - Q= _ b ü 

A ' v (i+i 


. nr\ b't(A — <*) . 

(l ^-b)A ’ V (l-4-ô)y** ’ 


/><? <‘) 
fTj+P (t + b)A'T ' 


PQ b't[A—t') 
U ~ P (i-*-b)A'T’ 


n_ a Yi-A't(A—t')\b a t(i-t-b)\ 
b'(i+b)R‘ j T T i 

. V^- AU t b tUt+b) , 

Â‘.(i- 4-A)/H ï’ + 7’' j - 

Pour exprimer d’une manière analogue la valeur de II', remarquons 
ijue l’on a ; 

P '=b'+- v - b 'Èï i o'=Ü^i. 

A(i-t-b) A ^ (i +b)A 

Donc eu posani 

R— < a -t-*)-Ma-*-A)(i A-b)A ; t’=(a I -t-6 ) , 


nous aurons 


cl ru faisant 


P* O' s= b* t.( B — Cf) 

V _ (i-¥-bfA' 

. i b‘ 

i -+-/'"** a( i -+-A)* ’ 


B' — A-i- 


B' = y <*— lA't'-i-ir ; 
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il vieillira 

il suit de là que si l'on fait 

T”=Ÿ ( H '~ t‘)(i+b)-+-i-*-A(i+b) ; 


T m = V (R'+t){i+b)-t — AU-t-b) ; 

1 uii aura 


P\r Vt{B — Ct) . 


P'Q' bH(B-Ce) 

rv t ^P'~~ {y+bf.Âr'' ; 


et par conséquent 

,VïJnn-cu‘) jfc-t-a 

il — i i ~~*rw 

V{t+bfR n 1 1 


W' j 


Y^A'tlî-lrb) | A-t-a . 3/(1 -t-/') | 

~^ÿ H-i7r|T r r* î ‘ 


De sorte que nous avons ; 

(■44) l‘i- 

hyiA 


a 

■J 


rf/(n-»-n') 


I tdi 

<-! -b J f’” 1 — i 



1 L- 

a/(t-*-4)l j 

1 r 

r 


a/( i i 

lr + 

7 7 J J 

-cü*H 

fi-4-a a/(i 


(i-f-6)(a-4-A)fi-t-: 

H" \.~T r 


A-+- a a/(i-t-A)] 

I — 


Nous allons maintenant exposer la transformation qui peut faciliter le 
calcul tic ces deux intégrales. Soit 
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H — Ÿ — a 7 <\ cos 5 - 4 - 7 “ Au : 


1 3 • 


les limites de la nouvelle variable u , correspondantes à t=o et <=oe, 
seront «=t, u= — cos9. Il suit de là que, en posant 


K=H‘-t-3«.COSÎ-t- i , 


nous aurons 


,_A ( 1 ~ ^ 

i ' \u-4-eos9/ ’ 


R=d.. K 


a u - 4 - cos 0 9 


<U =-ÏÂ (u-t-cos9) l .Ydu 

7 ; 

T‘=.R — t'-*-A=:A(i -*-u) ; 


T" ^ 1 cosS).(i — «) 

« cos 9 

Il suit de là que l'on a 

* 

dt (rt-t-cos9) , </M 


TR * 


7’7< 


'y(i-t-«)^ i— « ’ 

s 

a ( n-t-cos 9 )'rfu 


^7 i — cos 9 ^ Y 1 “ 


1 1^» V i — m.(m-4-cos9) , «/m 

ÿr^— A * -pi ; 


t’rft ( « — e* ) V * — «( u-t-cof 9)'du 
r ~r — '» 




-cos$.y 


dt yï ( u >4- cos 9 y du 

TR'~ d' Y(x+u)ÿT=, u ’ 


tdt 


( n-t-cos9 )V/n 

A*Y i — eos9.J\| / t — « 


Maintenant si l’on fait 
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l’on pourra regarder E comme une fonction de u , et l'on aura entre 

les limites u=i; u — — cosî; 

"< 5 > "'/;£? 7= 

O 

4 A fri; i TT5= _<i±*} ) (u+cosSy.du 

-(i-a)j £ j< '-+-«) V* sin.ifi| Y'y-T^i 

aA f 


K iAVa — — (| -*-u) ( (it-t-cosS) i V I — U .du 
sin S ( F 


A f r ^ , _ -f- ■ ) (u-hcos$) l tiu 

7('i+A)J £ -| ( , - + -“>l a sin.iîj ryr=i 

Pour transformer de la meme manière la foiiclion ll f , nous ferons 

/c—ÿ . 

Les limites de la variai) le z correspondantes à / = <> et / = ac seront 
- = 1 et z — — . Il suit de là que 

. 11 , 1 / J (r. , +ui , 8' î +r). 

= (Ë^Tÿ ’ 


t‘=-B" — ~L . 

1 


T"'=i+(,+b)(J-t-B’z)=B'(ï r *-b)(i+z) . 
Relativement à T”" l’on obtient d’abord 


Mais en faisant 


B'z + .r 
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H^( t Arb)(B'-A')=.^^f , 

l'on a 

(t-t-b)B n —AA'(i+b)—A'={,+b)B'(B'—A')=HB’ -, 
si'(t -t -b) — A(\ -1-i) — I = — (t ~k~b)(B' — A') — — H ; 
parlant 

rm ,_ffB’( i—:)_ HL i-*) 

B’z-+-A' _ A' • 

Z ~*~JP 


Avant d’aller plus loin, remarquons (jue l’on a 


I “+" A (t 4”^) 


cl en substituant pour A 6ii valeur, il viendra 

|4(i- 4-£) — £“jasin\^0 


i‘-4-4(i -t-6)sin\-S 


Donc, en supposant que b soit le rayon de la plus pelite des deux 
sphères, l’on ponrra toujours établir l’équation 


(.46) 


b * . sin . ^ û 


ce qui donnera 


: T 7 - 


- 4 ( i -t-é)sin*.-S 


(i47) tt, = ‘ — asin*. -o=coser : 

iS 3 


(.48) 


COS.- 

2 


t„ J£ 


1 -t-sin*.-6 
2 


v 7 - 


-4(. -+-d>) sin*. — 6 


* 

18 
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1 / 4 ( 1 -*-!•) — i'.sin.^ 


('49> wng.-^us:— = 


|/ i‘-+-4(i-+-£)sm‘.^0-4-ij/ 

Pour faciliter le calcul numérique de l'angle a , l’on fera 

b , _ û cos • i 

cos.i= ... , langp = — > 

3 V sin.-S 

1 

ce qui donnera 

(i5o) sin . iï = sine, cos f3 . 

Maintenant si l’on fait 

K'js^H-az.costa-H i , 


l’on aura 


r _B' (I— E‘) , R'- B \ Y< ; 

a 'z-*-coso ’ a ’î + coss ’ 


^ Vil' (z-f-cos n) l Y' dz . 

' V i— «■ 


r’-=fî’ ; r "=S“ 

d’où l’on tire ; 

i 

dt ay» (*-*-co*»J , <fz . 

rnv'~~ B''v 7 ^b T n (i-*-z.)yT=i ’ 


rfz(Z-*-COSD)‘ 

t^W'— afi^yg. r‘.y~. ’ 


ivt yï rfz.y i — »(ï-t-coso 

T w R n ~~ Ji''YT^b y 


* 

t'dt ( I -4-z)V I— ifs-t-coso)^* . 

t*k*— 4 YV.B’.r» ’ 


o 


. , I . 

i - 4 - su» -y 
a 


Digitized by Google 


PAR 1. PLANA 


35 


lit yâ r/sfî-t-coso)* 

Wlr~~lP T ÿTZl' .'-s 1 

tdt dz{z -+- cos b) 1 

Y'yrzr. ' 


Cela posé si l’on fait 


£' = - 


3!T/ 


l’on pourra regarder £' comme une fonction de : , et l’on aura, entre 
les limites z = i ; z = — cos a ; 


( 1 5 1 ) hb' 


. fdt.ie 

J 


zhA'.C Tpi i 3 (6-t-a) (t-t-é) j (ï-t-coso)*«/i 

«b(i+b)B' J -t-7) — “ÿïF j >"‘yTrï 


(t -t-A)( 1 -t-i) |(z-t-cos.v)‘y7=l-<fz 

nb(,-t-b)B r J j ÿÿ.'+i yîtf ( K" 

hA*.C fn\ a(A-t-a) _ (t -t-4 ) | (z-t-cos.aÿdz 


L’équation (i44) p cut donc être remplacée par les équations ( 1 45) 
et (i5i) où l’impossibilité d’une intégration sous forme finie tient à la 
présence des facteurs désignés par £ et £'. C’est ce qui deviendra plus 

manifeste, en faisant u= i — 3cos. — 9.v‘ dans le second membre de 

3 

l’équation (i45)) et s = i — a cos. ^ c . u<‘ dans le second membre de 
l'équation ( 1 5 1 ). Alors l’on trouvera que, entre les limites 
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V = 0 | 



l'on a l'équation 


4 * 

tsin.fl 


a h 


< ,5l > 

o 

5 

•'^eos.^S — d 


ihb'. cot 


/* f'^cos.-S — v'jdv 

I — cos.^fl.v*)^ — acos t) 

J 

i ^ f^Çcos .^6 v'dv 

i\\û' I acos.^0.v*-+- 


( i i fl- c <*.^S ,v‘)(cos.i fi — 

— cos.^fl.v’^^e' — a co*. ^ fl. o*-*- 


i, y, désigne ce que devient la fonction E, après y avoir fait 


( 1 53) 


rtb 


(t -*-b) sin.-fl 


i — a*, cos. -5 
a 


co». -S— v 
2 


et que, entra les limites 


«•=o , 


l’on a l'équation 
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où fV désigne ce que devient la fonction E', après y avoir fait 

ni.V n-sin\-0 

( >55) ... ait/ = tv. 

( i -t-6) sin.-ff .cos . -a 
'a a 

et. 



3 


En remplaçant maintenant l’équation (i44) P ar les équations (iüa) 
et ( 1 54) > l’on aura l’espression de l’épaisseur de 1a couche électrique 
sous une forme assez simple pour pouvoir y appliquer mec facilité les 
formules propres à l’évaluation des intégrales par les qnadratures. 
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§ XVI. 

Nous avons trouvé dans le § XIV, par des procédés toul-à-fait dis- 
tincts, trois séries différentes pour exprimer L’épaisseur de la couche 
électrique qui recouvre la surface des deux sphères. Chacune de ces 
séries a des propriétés particulières qui déterminent le choix que l’on 
doit faire, lorsqu’il s’agit de calculer cette épaisseur relativement à un 
point donné. Mais la série (121), considérée sous un point de vue pure- 
ment analytique, met en évidence une propriété remarquable de la 
fonction de fi désignée par y. Elle consiste en cela, que, en regardant 
j comme une fonction du binôme i — fi, il doit être impossible de la 
développer suivant les puissances entières et positives de ce même bi- 
nôme, puisque nous la voyons effectivement développée par les puissances 
négatives et fractionnaires de 1 — u- Ainsi, quelles que soient les trans- 
formations que l’on pourrait faire subir à la fonction y, l'on tombera, 
eu dernière analyse, sur un résultat complètement iltusoire, si l'on en- 
treprend de la développer par une série de la forme 

7 =zA 1 (i — ft)-+- Af ’(t — -fi) 1 -*- etc. 

C’est ce qui arriverait, par exemple, si l'on voulait appliquer cette 
idée à la série (i 3 i), dont chaque terme est de la forme 

|«-t-|9( 1 — ft)J - 

Poisson, qui ignorait l'existence de la propriété que je viens de 
définir ainsi que celle des deux séries (121) et (127), a supposé tacite- 
ment la possibilité d’un tel développement; ce qui l'a entraîné à la fausse 
conséquence que j’ai signalée dans le préambule de ce Mémoire. Mais 
je dois exposer ici les principaux points du calcul qui démontrent d’une 
manière incontestable que l’on tombe sur des expressions des coefficiens 
M, M', M" etc. telles que, après les réductions, l’on a 

A/=o , Af'=o , il/ "= o ; indéfiniment. 

Pour cela je reprends l’équation (i 3 o) et je remarque qu’un terme 
quelconque X de f(x) étant de la forme 
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i3g 


X p—q* ' 

>1 introduit dans ?(ft, x) un terme qui peut être écrit ainsi ; 


R.=.X \+3 P qx(i—ii)X‘ “* . 


Kn développant ce binomo nous aurons 

R. = X-pq.x{i-p)X'+^p'q'.x '( . -p)' X' 

— 770 

En prenant les coefficiens différentiels de X par rapport à x l’on obtient; 


dX -„X‘ • 


d % \ » Y"! d} X - } y , 

2? = a 9 ** i ^=3.3-,’^; 


^=a.3.4.^‘ ; g=a.3.4.5Y^‘ i <**• 


et comme l'équation p — qx—^g , donne 


p i X 

'~=xA — î ,=x-t- vr , 
q qX X' 


dX 


en posant , il est clair que l’on a 

p-q~X‘~'=(x+ X i y q '-X ; 


mais nous ayons 


!^=3.3.4.5.6.....am.9‘~;r*- + ' , 


partant , 


( X\~ d~X 


X\~ d~X 

11+ 

X'-- = 1 

r v 1.3.0... 3 m 

Il suit de là que le terme général de R. sera 
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i . 3.5.7. . . an> . ( , „v. a -r T , *v 

(l .2.3. . .m)(i.a.3. . . am) * \ X' ) dx im 


(»-^r 


‘(^rï 


A’v d-X 


a™ ( 1 . a . 3 . . , PI ) 4 \^X' J ' dx* 

K 11 développant le binôme , un terme quelconque du produit 

X\ m d™X 


(-ar 


dx v 


sera exprime par 


m(m — 1 ){m — 2 ). . . (m — i-h 1 ) _ t ( X d™ X 


1 .3.3. . .i 
w (/« — 1 ) (ro — a) . . , (m — i «+■ 1 ) 


1 .a.3 . . . i 


\X'/ dx" 

(l.a.3... a m).q' m -‘.X“—‘+ i .a.— 4 , 


ou bien par 


m(m — i)(m — a)...(m — (•+-■) (i .1.3... 3ffl) m _ t d“—‘X 


i . 3 .3. . . i 


“» o 

1.2.3... 2 m— i 


d.r' m ~‘ 


im(im — t)(a m — a)...(am — i-t-i) d‘ m ~‘ X d‘.x " 

i.a.3...t ’ tlx' m ~‘ dx ê ’ 


eu observant que l’on a la formule générale 


J* AT 
dx 1 


= 1.3.3... X.q X .X 


À-+- r 


Il suit de là que, pour avoir la totalité des termes donnés par le produit 



d-X 

7ï= 


il faudra faire i=o, i, a, 3 ...m dans la formule précédeute , et 
prendre ensuite leur somme. Or, en appliquant ici l’équation symbolique 

d’.(uv) _/du ifi’V 
dx" \dx~*~dx) ’ 


Digitized by Google 


PAR J. Pl.ÀNÀ 


Ton reconnaîtra immédiatement, que cette somme est égaie 4 

d* m (x m X) 

dx* m 


•4 1 


De sorte que nous avons cette série assez remarquable ; 

(i56) . . . H„ = X — • g> , ( l . ~~ . ,l ‘ ( ~ r ‘ X > 

' ' a dx 2 (i .a) dx * 

■y 3 0— (xy d h (x l X) x*(i —t*y d $ (x'X ) 
a 3 (r.a.3)*' dx* a* ( i . a .3.4)* dx * 

Cela posé , si l’on upplique celte formule 4 tous les termes de la 

série cpie l’on voit dans le second membre de l’équation (i3o) l’on corn- 
et 

prendra que, pour avoir la somme bfi .7. .(/?„ — IV *) ainsi formée, il 

O 

suffira de remplacer X par f(x) dans l’équation précédente; cc qui 
revient 4 dire que nous avons cette équation ; savoir 


? (il, *)=f(x) 


j(i —n)d'\xf(x)\ 
a dx * 


x' (l-tf d'\x'f(x)\ 
”7(1.3)* dx K 


-^(*—^) 1 d h \x\f{x)\ 

7(1. a. 3)*- dx? 


4- etc. 


En différentiant cette équation par rapport à or et multipliant ensuite 
par ax , l’on obtient 

*) d.f(x) sx(i— /i) . _,r.xf(x){ 

3X di 3X ~di â j - ' dP dx' ( 

u‘(i- y )' i . d'..rf(x) d\x'f(x) j 

a‘(i.3)’ | dx' dx s | 

ax’(i — n)' ) , d'.x\f(x) , _ d .x'J(x)j 
a 1 ( i . a . 3 )* j dP *" dx » | 

. 3X‘(|— fi)’ 1 , d'.x'f(x) _ d'.xf(x) ) 

3'(1. 3.3.4)* r dx' | 


— cic. 


•9 
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Doue , l’épaisseur y de la couche électrique devant être déterminée 
par l'équation ( 119 ), l’on aura, en observant que ■ — =ssin \^0 ; 


/ ro\ /*/ \ d.f(x) . » 1 r d .xf(x) d l .xj[x) 

( i58). . . ?*=/(.r)-f- 2 X -. — - — xsm . — 0 ■. 3 — •: , ■+ ax ^ 


^'"V j 5 d'.x'f{x) 

(1.3)' j rfj r* rfx‘ | 


T ' ,ln \ 0 j ^>.x l /W , 2x d-.x '/(*) ) 
( 1 . a . 3 ) a j ' </x* 


</x T j 

J sm *° 1 

(l.3.3.4) k | 9 rfx* ^ <fx’ j 


— etc. ; 


où l'on doit faire x= t après avoir exécutées les différentiations indiquées. 
Cette circonstance ofTrc le moyen de calculer les différens termes de 
cette série de la manière que je vais exposer. 

D’après l’équation (38) trouvée dans le § IX , si l'on fait pour 

plus de simplicité à = — -—y y nous avons , eu général ; 


*v< x > = 7Tb J rf< 


et eu remplaçant x* par 


nous aurons 


VW-grf -»r(^) 


Supposons le second membre de cette équation développé suivant les 
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puissances entières et positives de u , et soit 

x m f(x)=A,+A,u+A,u‘ h A, A, m + ,.u‘ m + ' ■+■ etc. 

De là l’on tire, après avoir fait x=t, c’est-à-dire » = o ; 

d‘". x m f(x) .1 , , 

7lX‘"‘ = ( t . a . 3 . . . am) A, m ; 


U‘"*\x J "f{x) 


-( 1 . a . 3 . . . am + i)A lm+ , ; 


</x“*‘ 
cl par conséquent 

, .</*”. x m J'(x) il‘ m *‘.x m f(x) , _ .. . . . 

(=*'»-»- ') — 3 dx'"*' =(»- 3 -3. . a^.j. 

Il a été démontré dans le § IX que Ton a y*(i)-fr- 2 y'(i)=o; donc 
1 équation (i58) donne 

(t5g) 7 = — (i.a.3)sin*.^9.(y#,'— a./,') 

(t.a.3.4.5) ^ t s {A „_ 2 ^ H) 

(1 .a) 3 v * 7 

( 1 . a. 3-4-5. G. 7 ) 

(TTa.ây Sm a — a,*. ) 


-t-etc. ; 

où les coefiiciens AJ, Al\ A”, A"', A"', A"'; etc. répoudent respec- 
tivement à m — 1 ; a; 3; etc. 

Pour former ces coclliciens, j’observe que, d’après le théorème de 
M iclaurin, nous avons, en exécutant les différentiations indiquées et 


faisant ensuite u = o ; 



y - hb 

f 


(i-+-6)(t.a.3. 

..am)J 

0 

^ - hb 


1 

f j 1 d ' m *‘ 

\ dlt ^ 

(1 . a.3 . . 

. a m - 4 - 1 ) 
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Donc en posant , pour plus de simplicité ; 


_ — i 

^ AttLog.t ’ 
nous tirons de là l’équation 

(i. 2.3. . .2tn-t-i)(^„ — 2/4 m+ ,)=hbk' < 


«Log. t 

' r — 1 


|( 2 ■ )J dtr> ^ü=i j < 1 — “ »/ j j 

O 
I 

De sorte que (équation (159) est équivalente à celle-ci ; 

(,6o > m?= 

1 t 

- sin ‘- L 2° | 3 f Jt - r* ■ - “H- 3 ^ l< 1 -*)/» 9 ] | 

O O 

I I 

h_ ^ j sjdu-. ^[( . - «)><?]- u .<-.£[( . - «)>?][ 

O O 

■ I 

_ ""J* j 7 / S?[( 1 - “»? y^Jdt.r*. ~ [( . -UŸP q] 


-t-etc. 

Ix‘s deut fonctions de u désignées par p et q étant développées 
suivant les puissances de u , l’on a 

1 , «(A-Log-t) u ( k Log. t)' t «‘(fcLog.t) 1 ( ctc 

” 3 2.3 3.3.4 ’ 

7= 1 — - u Log. t -t- u' A w ( Log. <)*-+- n‘ ^ ( Log. f )' -4- etc. ; 
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où la loi des coefficieus A^., A etc. est connue, et lice avec 

celle des nombres Bernoulliens , de manière qu’eu désignant ees der- 
niers par B;,), , S, s) , etc. l’on a 

= (a. 3 . 4 . 5 ... a i)A ( 1() (*). 

Toutefois, il faudra se rappeler, que les nombres Bernoulliens doivent 
être pris avec le signe alternativement positif et négatif afin (tue cette 
équation soit vraie. De sorte que l’on a ; 


B ">=S ; 


3 o ’ 

; 


R - 5 • 

*<..>= 

69 1 
a 7 3 o ’ 

u = 7 . 

» _ 3G17 


Maintenant, pour obtenir le terme général de la série (160), j'observe 
que, en développant le produit pq suivant les puissances de u par le 
théorème de Maci.aumn , l'ou a la série 


pq+u 


d -P9 

du 


+ 


u d'.pq 
1.3* du 


u 3 d*.pq 
1 . 3 . 3 * du 1 


*±1. 

M W dit 


■M 


a + 0 ‘ 


'.pq 


du 1 *' 


+-ctc. ; 


où les coelliciens différentiels sont censés avoir les valeurs qu’ils acquièrent 
après avoir lait 11=10. En développant le binôme (1 — uf sous la forme 



+ 


t 


3 3.3 V 

.(,— ■)( i — 3> (/— 3 ) ^ _ e , c . I 
a. 3. 4 J 


il est clair que les termes multipliés par u“ et par b* 1 "*" qui entrent 
dans le produit de ces deux polynômes seront les suivons ; savoir 


(•) Voyti *ur ce point une Noie que j’ai publiée dan» k Tome XXV (ancienne Série) de» Mé- 
moire» de l’Académie de Turin. 
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V ±p<r _ ,• u d ‘*‘ P'l . Hi—t) M ‘>‘*‘pq ] 




rfu‘' rfu i+1 a </u'« I 

i(i — i)(i — a)., d‘*'.pq i 

* — r-£? -1- Hc \ 


a. 3 


y d T-P q I *(*—■> AT 

^t.-s-il 1 IJ.. 1 (i+» / ^ 




'(-+*) rf „i« -*• a "'«+» rf „. 




*■(*— «)(•—») y d^'.pq 

T3 "i'+0-37*i 




Doue en (lesignoul le premier de ces deux termes par (— i )‘Q.u“, et 
le second par ( — l’on a; 


du“* 


, >■!/ . m d ““" „,d u *'.u«*' 

( i . a . 3 . . . a i -+• i ) Af w — (i-t-a) ( i -a-3 ... ai-f i 




4-at f (i .a.3. . . a«-+- i)Af (l 


d‘* 


11 


,+ ’’ du'*' 


l ,y / i i(i — i)(i — a) at(t — i ){ , . . „ d‘*‘.pq 

' ) ]-j a . 3 

( ,(,•_!)(,— a)(i— 3) af(«— ■)(!— a) ( ■ ,,, d'*'.pq 

074 i.a.3 J du 1 *' 


\ — etc. 


= <-■'! I • 


du‘ w du*' 

Si l’on observe maintenant que 

"<*}= , .a.3l....X * 


il deviendra manifeste que l'on peut mettre les cocfEciens désignés par 
//, //, , ^n)> etc- sous cette forme; savoir 
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Il =(*-t-i)(>-4-a)(<-<-3). ..{ai-t-i) ; 

^„, = (j-t-î)(j-f-3)(<-*-3). . . (ai-f- t) ; 




Le lerme général de la série (160) peut donc être exprimé ainsi; 


(161). 




-etc. 


Pour avoir l’evprcssion générale du coefficient différentiel » 

j’observe que l'on a 

d*.pq d*.p dq d*—'.p X(X— i) d* q d*—*.p 

du*~ ^ du*- du * du^~ 1 i . a * ~ 3 u du*—* 

X(X — I)(X — a) £0 . etc . 

1 . a . 3 * du* ’ du^— 1 * * 

et comme 1rs valeurs précédentes de p et q en séries donnent , après 
avoir fait u = o , 


<7 = 1 ; 


; [? = _. 




Log.t ; 


^=s i.a-4,) Log\«=£ lt) Log*.t i ^i=° i 


l//i* ’ 
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^-=i .3.3.4. ^ ( , ) Log‘.<=fi (J ,Lo6‘.« ; ^ = 0 ; 

^= 1 .3.3.4.5.6.^ t) Log 6 .t=»» (s) Lo e f. t ; g = o ; 


etc. ; 


p=' ; 

è-î 1 -** ■ 

f/ 1 /» ^ ^ K Log\ t À*. Log*. < 


3.3 


££ — , a 3 * J L°g l < _ * J Log*-' . 
7t :i.3.4 — 4 


etc. 


il est clair que l'on a 


^g2 = G W .Ug*.< . 


Cela pose , à l’aide de la formule precedente , l'on trouve 


A- 1 


G “’=ïï- ; 


4r’ 1 , 3.3 


G »=J-ï k 




n ^ 1 lî , 4-3 T> ^ . p 

"J 3 » 

^ ** 1 .^ 5.4_ ** 5.4.3. * 

^-î-^+T^+TJT^î ; 
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„ . 6.5 d *> . 6.5.4. 3 e „ . 

G (*:— “ — «O-s-t- 3 J .4 «();■ -j , 


7 3 3 


-, * »* 7-6 Ar* 7 . 6 . 5. 4», i 1 » ^ 

g w = 8~2* + T 5l,1 '6 + TïT fl|!, '4 + 7^i-; ; etr - : 

et en general ; 

G w=r^~2* 

X(X — i)(X — a)(X — 3) „ **-4 

■*■ 1 . 2 . 3. 4 "‘»'X— 3 

. X(X-.)(X-a)(X— 3)(>— 4)<A— 5) „ 

1 . 2 . 3. 4 . 5 . 6 ‘"’X — 5 

X(X-.)(X- 2 ) <X-7)„ **-* . ... 

■*■ ,. 2 . 3.. '..8 - t ' clc - 

Remarquons maintenant, que l’on a; 

I 

Jrft.r* i^. t =— ( _L_ ; 

1 1 

Log."t = — j— - t ~‘- Log." _ '< ; 


et par conséquent 


(,-*7 ’ 


« 

o 

r , tT , . , , 1.2. 3. 4. 5 x 

| rf<.«-‘Log.*t=(-i)X. ^-±- k - x — 


Digitized by Google 



l5o MÉMOIRE SUR LA DISTRIBUTION DE L’ÉLECTRICITÉ ETC. 

De sorle que nous avons 

(.63). .. 

O 

II suit de là que le terme general exprime par la formule (161) devient; 

! ur- . (i-l-Ofll.jGii+.i . ( i-t- i ) ( i-t- a) /f (.)G u+< ) ' 

I — L H 


(— i)‘.sin w .-9 

3 

(l.3.3...«)(l— *)“ 


l À 

(‘H - ■)(* a ) ( 3 ) H w G V 4. t) 

(«-*)* 


. (t-f-l)(t-f-3)(t-»-3). ..(3t-t-t)/f(^,)G(„^., I 
(I -*)“■■ } 

En substituant pour // (1 . , etc. leurs valeurs et posant 

pour plus de simplicité 


iV, 


(i-l-i)(t-4-a)(i->-3) (ai-f i) 


!,) I . 3.3 i 

celte formule sera équivalente à celle-ci ; 




G w ■+■ T^TF G “*’> ~ • (.—*•)* 0 <• 

. (4-t-«) (*— O»,, 

. (5-4-») (*— 3)(t— l)t „ 

3.3.4’ (l— *)* 


(,— *r 


(6-t-i) («— 3)(i — a)(t— 1 ) 1 ^ 

’ 3. 3.4.5' (i—*) 5 ( ‘* s> 




,1+1 '*<»*•*■! ) 
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Comme i — k=bk, il est clair que l'équation (t6o), donne 


(2-H) 




- ■‘ +,) H ~'b‘k* • 




. (4-4-0 ('—>)'/- 
H F3~' "AU-'- ' '•*“ 


(l64)...jr=h.2,- 




. (5-4-*) (* — a)(t — *)«,. 
■ + '3.3.4 T 5 * 5 * 1 ,+ ' ! 

. (6-4-0 ( 1 — 3)(i— a)(i— i)iy , 
"a .3.4.5' 6'A J+ ‘ U "* s) 




jji+ifcti u (»i+0 • 


A l'aide de cette formule et de la formule (iGa) l'on pourra cal- 
culer autant de termes que l'on voudra de cette série. Les premiers 
termes sont tels que l'on a 

/ y-, „ Afin/ 1 . , t . 3-4-5 5/,,|A . . 1 . 

( 1 65 ) ... j = — a .3 — V— sm .-5-4 3 gin*. - fl 

4 . 5 . 6 . 7 M, r h . , 1 5. 6 . 7 . 8 . g Af ,„ h .. 1 

— - =-t.— i^-sin‘.- 5-4 4 — — 7 t— sin *.-5 

a .3 b ’ a a. 3-4 o* a 

6.7.8.9.10.1 1 Af li? A . .. 1 7.8.9.10.1 1.1 a.i 3 A/./ i 1 

3 . 3. 4 . 5 ~TT &m a. 3.4. 5. 6 V 'a 

- ?' 9 ' j 5 sin M . 19-4- O. 10 -' 1 ^ . V sin 1 5 
a. 3.4 7 o 7 2 a. 3. 4 8 o a 

— etc. : 


3 a 

^f(.)=G ( , 1 -4-^^G ( , ! -4-grpG,j I j 


_4 r .5_ a . 

* ■’* EP lS] ^FT? ^ST* ° (î > ’ 
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G .j 5 o n 3 

gp G ni -+- g^; G <» -+■ g>p G w-*- gr*s G (7) i 

^(.1=-^ + gg, G,, ■*- pp G i‘) g^ G (.)-»- ^p G «) *+• grp G w ï 


-W . = 


G w ■ + *^ g !»- + - grp G m 
-♦-^i G ; ».-t-g4ï G «..) 


Af„ 


ji^i G <” + ^ fi <" + â â G «-> - 4 -?f g ‘"> j 

/ H-gîp-. G (..)-+'gT*ü G (.i) ) 

1 7-‘ : ' + ^ G <*>^ FJ? G «> ■*■ bk G <'°'+VF G <"> h -£&7 Gc 




49 /•* . r . ^ r 

'FF 7 *■*•> ‘ ,5) 


Le calcul de ces coefficiens est assez pcuible. Comme il offre des 
réductions remarquables , je vais l'exposer ici en détail. D’après la for- 
mule (t6a) L'on a d’abord; 


r — ' 1 1 . 

^"-ï-T^Tb 3 ’ 


Ç-L 

k 


G ül_I 
F 4 


G !S ,_i 
b 6 


I-4-A 

~ — ”7” 

3 

I 


■ -+-* 

3 

I 

I 

i -\-b 

3 

i 

I 

I *+■ b 

3 


;+^(,+i) — 3Ô^. "*"*)' * 
5 , 
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G»_ 


TF 




«m. 

** ' 


G,,. 

•F" 




u r.«: . 

A’" 


” 8 I«+-£ 2 13 


II 13 




■ 9 - ,+s i' ' + 4 '- A " + s '’+5<' 

77TÏ5 - ^+g<'-*- 6 )— <‘-t-*)'-M'-t-*> ! | 


— ^ H-ggf <-+-*)’ 


+ ^('+*)-x(‘+*) , ^7r( I + i ) s 


1 1 3 ' l -4- b a 13 


g^i. 

k" ' 


O, 

F 






l4* I -hb 3 I3 V 


—u+ty+^'+bY-^'+br+li'+w) 
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- ( 1 +* )’ + ' -+-*)’ - «+*)"+ 3 4 5 ( 1 -*-*) 1 ' 


l'7 


îiï-;+j (l -H*)-ÿ( I i'V+Ç(.+*f i 


C,, 6i ] i 43 , ... 360. , .. i 38 a, , .„ 

irr=^ S-(.-i-6)’-4-- r (i-*-6)’ ^(.-t-4)" 


II5Tiî-^^"+‘l-ï<' +s )'+T < ' **'■ 


etc. 


3o 


45 


En développant les puissances positives du binôme 1 -+- 6 , l'on trouvera; 

r * 

a(i -1-6) ’ 

G i.;_ 6(6 — 1 ) . 


k * 

G (1 , 

6( 1 -f-A) 
b* 

“ 

4( t -t-6) 

G u)_ 

- * ( 1 

F~ 

1 

+ 

O» 

/- 

UO 

O 

%_ 

b '( 

*• “ 

H-6V 1 
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IF- 

1 -4-6 

Sa* 

b ' , 

A 6 


Gui 

A 

A’ — 

i -4-6 

Gj,i_ 

F - 

A ‘ , 


A 

k> 

I -4-6 


6* 

A- “ 

i-f-6 


6 

A" _ 

’ 1-4-6 

^i'i) _ 

6‘ 


3a 8 


3a , 


5 a5 , 3a,, 56.. 3a . 3a... 

i — ôô* b % 6* 6' -4 6 5 j 

oo 33 ii ii ii ii 


i 56 .» 3a », a5 .. 5 ». 

1 -4 A 6 H £ 7 + 

Il II 34 oo 




Cgi 


8 

i38i 


, io5i8 ,, io65a 
A-t- y r_ ■ - - ? * •+ 


A’-+ 


î 4384 


3730 ^ 13 . 35 3 . 5 . 7.13 ai.i3 i3.35 

i3îa4 /5 i33î4 A4 »4384 At i°65a A , 
i3.35 i3.35 i3.35 si.i3 


A* 


jo5a8 

- ,38a b 

-JiâLb'' 


3.5.7.i3 0 

i3.35° 

a'j'io 


69' 

4333 1 j,. 

4309., 

80891 

430 35 

4 îo * 

«4 

i4o 


| 8o 8 9' æ « 43 o<) 4333i b , 691 691 b „ 

( 140 14 4 ao 33" 4 20 


35 
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A l’aide de ces valeurs on trouve ; 


A(, 




(, + ^„ F [(;-; =0 ) +t (:_! = o)| ; 

(g-g=°)- , - 6 G-l= o ) 

(é é === °)-*-* (i i = °) 

..fl 3 4 23 \ 

h4 (o-rK =o ) 

kr^ 1 - 0 ) 

[ (A-ïï-Mt-t-0 


M 

r a 
< i5 

3+l-t-a- 


' a 

< i5 

I 

ha + 

a 

•+-*’( 

r i 


a 3o 

3 io 


4 13 

3 "5 


-£-) 


ai 
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1 (§-»“Mt-t -0 


+«'(8- 3 o- 56-»-78 = o) 


61 j 85 _ 3o5 \ 

"T - 3î + -3- = V 


K _ B + 3' , "T 

/,(, ,0 -*- ,6 - ‘35-4-3a + 7 8=o) 

/ I 4 "5 « i 85 1 39 \| 

r ^ C- îî - r - t - i6 --- 56 -- Y = °a 

■ b - 10 — y — 3o+3a + 

•*(“1^ ,+ §“ 8 ”7 + T h ’B“ 0 ) 

’^*(b 1 H- S == °) 

/6qi 6 qi . ,/i3S2 i 38 a_ ^ 

é (l +A)« w = ^--±- = 0) + /^— 35~ = O/ 

,,/■ a5 , ao5a8 4333i \ 

+6^_^ i5 +- 7ï5 — =0} 

^.(_I"+ i 5 o +^- 4 -^9 = o) 

^ A Yi_l5_ l6 o^I£5.^a4384_8o^,_ 

V 1 0 2 2 


ï 


I 




H-*" 




280-+- i4o4-«- 


35 

iaaa4 4 97 1 B 

35 


•) 

r-o 


~ — 185 — 160-*- i 83 o' 

42 3 5 

13224 80891 

35 70 ° 
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/ — - 4 -+- — 270 -*-160-4- 14«4\ 

- 4 -if 7 5 / \ 

V j 4384 43 o 9 _ 0 / 
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L’on trouverait de même jV :i) =o; mais il est inutile de pousser 
plus loin le calcul de ces coefliciens. Les résultats obtenus dans ce § 
suffisent pour démontrer, que l'explication théorique donnée par Poisson 
dans le N.” 38 de son premier Mémoire, relativement à la lenteur de 
l’accroissement de l'épaisseur de la couche électrique , est tout-à-fait 
inadmissible. Mais, le fait étant incontestable, nous ferons remarquer 
que notre série (127) peut en rendre raison d’une manière très-satis- 
faisante. Car, en y faisant par exemple i=t , et successivement, 
ja=cos.7“. i a' ; /2=cos. io", cette série donne; pour 5 = 7”. ta': 

1 o, 5 — 1, 43i73-t-o, 97690 — o, 04406 1 
y-=h ■ >=^(0,000671) > 

( — o, 001 ISO -*-o, 00069 ) 


et pour 5=io* ; 

I o, 5 — 1, 373969-t-o, 956618 — o, 079626) 
— o, oo 3465 o, uoo3o7 j 


jr—h 


= //(o, 00091 I ) . 


Or il est clair, que d’aussi faibles intensités électriques devaient pa- 
raître insensibles d’après la manière dont elles étaient observées par 
Coulomb. 

Quoique la série ({07) soit particulièrement convergente lorsque 
l’angle 5 est d’un petit nombre de degrés, cependant nous ferons ob- 
server que, en l’arrêtant là où la divergence commence, elle donne 
encore des résultats sensiblement vrais. En prenant, par exemple, £ = 3 o* 
et £ = 1, l’on trouve, par le calcul des quatre premiers termes, 

/ = h J o, 5 — o, 788045-*- o, 720666 — o, 29744 1 j =A(o, io5i8) ; 

résultat exact à un millième près. 

Même en prenant £=60°, et 5 = 1 , l’on obtient 

p=A|o,5 — o, 38868 -*-0,42264 — o, 1 635a -*-o, 1 55 1 01 j = /i(o,6a554 1 ) ; 

c’est-à-dire un résultat approchant de celui qu’on obtiendrait par la 
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série ( 137 ). En effet cetle série donne 

y=h\U'-V,+ U,— £/,-+■ tf 4 -<7 5 -t-etc.j , 

où les valeurs numériques des seize premiers termes sont celles-ci : 


V. =. ; 

U, =0, 577330 ; 

U, =0,269961 ; 

U, =0, i 4 g 3 to ; 

V t =0, 093568 ; 

U t =0, 063729 ; 

U t =0, 046072 ; 

J7, =o,o 34854 ; 

V, =0, 027255 ; 

U, =0, 021886 ; 

U,.= 0,0 17998 ; 

f/„ = o, 014997 ; 

t/„ = 0,012708 ; 

£/,,= 0, 010906 ; 

é/„= 0,009462 j 

U, j= 0,008257 . 


Donc en arrêtant la série à i/„ l’on a jr=h( o,6o34i a ) , et en l'ar- 
rêtant à V,i l'on a jr—h (o,5g5 1 56). Le premier résultat étant supé- 
rieur, et le second inférieur au véritable, la valeur moyenne , c’est-à-dire 

7=4(0,599284) 

sera plus exacte. J’ai voulu rapporter cet exemple de calcul afin de 
mettre eu évidence la lenteur de la convergence de la série ( 1 3*y). 
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CHAPITRE TROISIÈME 

LOIS DE LA DISTRIBUTION DE L ÊLECTRlClTE 
À LA SURFACE DE DEUX SPHÈRES CONDUCTRICES 
»FMRiri par un inTRnvALtc quelt-osque 


§ XVII. 


Le cas général, dont il est ici questiou, peut être résolu par un 
procédé analogue à celui qui a été employé dans les ij§ VII et VIII. 
En divisant par a les deux membres de l’équation ( E ), trouvée dans 
c'—b' 

le § VI, et faisant k = , nous avons 

(G,) /<*)-* /(^Wi CV . 

' ' J k — cx J \k — ex/ a ac — a x 


D'après la forme linéaire de cette équation , il est clair que l’on a 
f{x)=f(x)+f " (*)+/’" (X) , 

pourvu que ces trois fonctions soient déterminées, chacune , conformé- 
ment à ces trois équations ; savoir 


(G/) 
(G,") 
< G !") 


/'<*) 

/"(*) 

r» 


b n ( c — a.T \ 

k — car \k — ex J ° ’ 
b r( c ~ ax '\= h 

k — cr \k — ex) a ’ 

b f'"( C ~ aX \=: ‘ ,l/ ' 

k — cx~* \k — ex) ac — ax 


Pour intégrer la première, nous ferons d’abord 


23 
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/,(x)= ^7ï ?(x) ; 

h', |3', ■/' étant trois roeflicicns constans qu’il faudra déterminer conve- 
nablement. De là l’on tire 



parlant , l’équation (G/) donnera, après avoir supprimé le facteur 
commun h' ; 

y (j) b ( c — ax \ 

fl’ — /’ x ( fy' k — y'c ) — ( j3 ’c — oy')x r \k — ex J 


Actuellement, si l’on fait 

Pc'-a;'=(f>'k-Sc)£ , 

I on aura 



En visant par 5' les deux membres de l’équation précédente l’on 

7 ' 

voit que l’iucotmut* est le rapport Il est donc permis défaire £'= 1 . 
Après cela, si Ion fait —/=/», l’on a ces trois équations 


(,66 > ^'< x >=7^? (x > > 

(,6 ’> ?(x)== )ü^fGS) ’ 


(168) c+ai»= — mjl+rm) . 

I.a valeur de m étant déterminée par celle dernière équation du 
second degré , l’on voit qu’il y a deux valeurs de m admissibles. En 
désignant par m' la seconde , nous aurons aussi 
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(169) c«4-fl m'= — m! (k-\-cm!) . 


De sorte que l'on a 

m m! = 1 ; 


m + rn's 


{k- 4 -a) 

c 


La question est maintenant réduite à rendre identique l'équation 
en profitant des facilités otTerles par les équations (168) et (t6ç>). Pour 
cela , je prends 


/ A+Bx V 
?(x) — W'-t -B'x) 


et j’examine , si l’on peut déterminer convenablement l’exposant n rt les 
quatre cocfficicns A , B, A’, B'. Il est vrai qu’ils sont réductibles à 
trois ; mais, pour plus de symétrie , je conserve celte forme , laquelle 
étant introduite dans l’équation ( i G— ) , donne 


/’A-trBx't' b (Ak-t-Bc ) — (Ac-t-Bn)x J* 

KA'+B’xJ k-t-mc (A'k-t-B'c) — (A'c-t-B r ï)ï\ ' 


Cela posé, pour faire disparaître x de celte équation, je remarque que, 
en vertu des équations ( ■ G8) «(169), il suffit de prendre 


A = 1 


B'—, 


B— ni , A’ — 1 , 

car l’on a immédiatement, après avoir divisé par ’ 

b /I-t-mcV 

k-t-mc vA •+■ m'e/ 


Pour tirer de là la valeur de n , observons que, en multipliant les 
deux équations (168) et (169) l’on a 

(k-+-cm)(k-t-cm' ) = b‘ ; 

et par conséqucut l’on doit avoir 

—T-) ; 


ce qui revient à dire que, n 


1 

a 
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Donc l'équation (166) sera satisfaite, en prenant 


h' 


f'(x) = — .1 \fH 

' l+K J' 


h' 


ou bien, 

(■ 7 °) 


/'<*) = 


- m'x y ( i +mx)| 1 j ) ’ 

h'yj 


V c— (o+f)i+cj;‘ ’ 


// étant une constante arbitraire. 

Ce résultat comprend celui trouvé datis le § VU: car, en supposant 
c=a+b, l’on a a-t-k = a(«-t- b ) = ic ; et par conséquent 

/■(*)» g -. KV ~ C i -7-^ • 

Y C — 2CX-¥-CX I — •* 

Maintenant, pour compléter l'intégrale (170), U faudra remplacer// 
par une fonction de x , capable de ne point changer de valeur par le 
c — ax 


changement de x en 


Mais , pour cet objet , je renvoie au 


k — ex 

second Mémoire de Poisson; où il est aussi démontré, que, pour ré- 
soudre le problème de Physique dont il est ici question, il suffit de faire 
//= o, et par conséquent /'(x) — 0 (Voyez p. 14-22)- 
Pour intégrer l'équation (G"), nous ferons 


f"(x) = ^ 9 (x) ; 


ce qui donne 


. , b ( c — ax\ 

^-T—^ '\k=Tx) =x ■ 

Maintenant, si nous faisons ç>(.r):=: 1 -\-by*(x) , il viendra 
»/ v 1 A .(c — ax\ 


où en posant 


et faisant ensuite 




ft'sft*— c % ; 


cz=ck — ac , 
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I on aura 


h * » i b ,,/c — ax\ 

Maintenant l'on fera 


?"(*)-- 






v. qui donnera 




? (x) — k'-c"x'*"k=ïx f \k—cx) ’ 

après avoir fait , pour conserver la symétrie , 

k"=zk.k—c.c' ; c"—c.k—a.c' . 

Eu continuant cette suite de transformations successives, il est clair 
c|ue l’on aura ces trois systèmes d’équations; savoir 


? (x)=i-t -b(f’(x) , 


?"(*) = 


k— dx 


p'(x): 


4-t> 9 '"(x) , ?"'(x) = 


k — ci 

I 


■b 9 "(x) , 


k’—c"x 


+-*? l ’(x) , 


?"(x) = k j j ,_ V(x) , etc. ; 


A' =k.k —c.c , 
k"=k.k—c.c' , 
k"=k.k'—c.c r ' , 
k”=k.k"—c.k". 


etc. ; 


c' =c.A — a.c , 
c"=o.À J — u.c* , 
k''=c.k n — a.c" , 
c"=c. c'" , 


C ( —'=C. *<—*> — o.c <, -* ) , 
etc. ; 
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desquelles l’on tire 

, . b b' b 1 br 

— t •+- k _ cx -*- k J_ c ' x +- k "_ c " x ■■■•*■ A-—) — c<— »x elc- 
Pour déterminer la loi de ces coeflicicns, observons que l’on n 
k . A'— >— c . c <—>=*. *<— > > — c j c. k <— *>— a . c <— > j , 
*<•>=*-. e*.A<— . 

Mais nous avons 

a k<.*-‘) = ak — at.c 1 '* 11 ; 

donc, en ajoutant ces deux dernières équations, et remarquant que 
c* — ak=b', il viendra 

*)*<— ).*.**(— ) — 0 , 

ou bien, en changeant n en tt- 4 -a ; 

(171) k'^-h(a — k)k‘^^-b x k'- ) =o . 

D’après la théorie des séries récurrentes, les coeflicicns k, k’, k” etc., 
doivent , en vertu de cette relation , naître du développement d’une 
fraction rationnelle dont le dénominateur est du second degré ; c’est-à- 
dire que l'on a; 

> , = k+k'x+k"x‘+k J "x'. . . - 4 -* 'iar’-t-eto. 

1 -t-(a — x 

Cela posé; soient y et y' les deux valeurs de bx qui satisfont à l'équation 

b' x' -b ^ ^ ^ bx-¥- 1 = o . 

O 

Si l’on fait 

a? b{k—hy) . Y r_ b(k-by’) 

a — k 4- ib’i a — 

I on aura 

k — b'x N_ A ’ 1 

1 -+■ (a — k )x-hb’~‘ bx — y bx — y’ ’ 
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i—t i—t ' 

En substituant ces valeurs, et remarquant que l'on a 

( a-*-by)(a-t-by)=:a * — a (a — k)-^-b‘=c• , 
l’on trouvera 

ab"~' fi i \ 

7— ÿvy* 7 ‘) ■ 

b' f i i cb'~‘ jc fi i ^ 

7 — y v7’ + * 7" 1 ' y— •/ v? ~ i ) ‘ 
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i il 

Actuellement, si l’on fait -=«, -> = «', l’on pourra écrire 

a _»' ’ 

ou bien 

f r_n x _ ( a -+- g — çj)g-— («H-g’— cx)«" 

a — a* 


U suit de là , que l’intégrale île l’équation (G,") peut être exprimée 
ainsi ; 


(17s) ..... /'"(x)=-(« — a’) . X . ; - ^ ■ ; r —r , 

' ‘ ' J ' ' a' ' . (a-t-a — cx)a* — (a- t-a' — ex) a* 


oit le signe X s’étend à toutes les valeurs entières et positives de 11 
depuis n = o jusqu’à n = QC. 

Les quantités or et d doivent être regardées comme les deux racines 
de l’équation 


( 1 73) a“- 4 -(a — A)a-t-A‘ = o ; 


de sorte que l’on a; aa’ = A*, a-f-«' = Â-— a . D’où l’on tire, en subs- 
tituant pour k sa valeur, 

(17.5) a au = (c‘ — A* — ( c J — A* — a*)* — 4 <*‘A‘ , 


(176) aa« = (c* — A* — a’) — )/ ( c‘ — A‘— o*)‘ — ^a‘b‘ ; 

ce qui démontre que les deux racines * et «’ sont toujours réelles et 
positives, puisque nous supposons c>a-t-A. 

Nous allons maintenant intégrer de la même manière l’équation 
(G/”). En faisant d’abord 

/'"(*)=— , 

Ton a 
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i?3 


Doue en posant 




il viendra 


c — ax 

Il = k.c~-c*a , G'ssc.c— «.a j 

b 


™-néin+ r^(ES) • 

Actuellement, l’on fera 
ce qui donnera 

^"( X)== h"- g"x'*'TXFï ■ * "( F=^r ) > 

après avoir fait 

— c.G' ; G"=zc.H' — a. G' . 

Maintenant, si l’on fait 

H’" = k.H”-c.G” ; G"’=c.H"— a. G" ; 

^-w=TC + ïiî^(S)' 


I on aura 


En continuant ainsi, il est évident que l’on obtient cette suite d'équa- 
tions; savoir 

H*)=7=Zï+ è lH*) ’• i 

V (*) = ffn_ g"* * l ' / ” (■*■) ’ ♦ f "(*)= gw_ l G | > iC d‘^y(*) ; 

etc. ; 


aî 
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H' =k.c — c.a , I G' = c.c — a.ù 

H"z=k.H’—c.G', G"=c.H' — a. G' , 

lf"'=k. H" — c. G" , G m =c.H"—a.G'' , 


H'-"=k. //!•-*:— c.G ( '-' , 
etc. ; 

desquelles l’on tire 


G<"—’=c. ■»<-*>— a.G<— i ; 
etc. ; 


ÿ(x) = 


c-«* + H'—G'x^ H"—G”x~^ Ù&x 

La loi de ces coeiliciens est facile à trouver : car l’on a 
//<"!=*. //<—■>_ c je . W~"—a . G<-*’ j 
=*.J5f<— l — c*.//'—M-a j k.H ^— /?<—>} , 




- T „ q 11“ • 






-t-elc. 


ou bien, 


/fi* : h- ( n _* ) <— > = o , 


en se rappelant que 6‘=c‘ — «A. 

Cette équation coïncide avec l’équation (171) par le simple change- 
ment de A/’"’ en k [m) , Et de n tn n+i. 11 suit de U que 

JT - i =:c-t-ff'x+JÏ"x‘ + fi n x> -t-// i * , x"-*-etc. 


1 -\-{a — A)x-4-i‘x‘ 

Donc, conformement aux dénominations précédentes, nous avons 


x - 4 — (<2 — A )x-t-A‘x‘ y — /'jix— 7 bx — 7’^ ’ 


cl par conséquent 


_ SL—, ( — ‘ ’l 

P7 vr 1 7^) 
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G-> ■ 

c c ’ 


parlant l’on a , 


c ,.;_ y*' /» |\ ab~ /_ I i_\ 

y—/" v/“ TV T* 7 '/ 5 

<l‘où l’on lire 

fl * a" + '—a'’+') _ 

a— -s? ’ 

cl eu observant que b'—aa 1 , l’on aura 

b' b n (a — a') 

//" — G' m> x (c — a jc — a'xja" + ‘ — (c—ax — axjâ f ’*‘ 

Donc la fonction f'(x) est telle que l’on a 
(176 = T-r . 

' ' J v ' ° a' ' ° (c—ax — a'x)a"- , "—(c — ax — ax)a’" + ' 

En réunissant les équations (173) et (176) , nous aurons pour l'in- 
tégrale de l'équation (G,) ; 


(, 77 ) ... /(x)= h J*=*l.i 


b- 


» (a H- fit — ex) a? — (a-t-a' — cx)cl’ 

g(g— <Q g A— 

a ' • ‘ (c — ax—dx)o ?*' — ( c — ax — ax)a!'~' 


Comme 

* b .J 

?=•' ; 

si l’on fait pour plus de simplicité; 


® _ V . 


jj g-t-fi»' — ex jj, (c — ax — ax)f' 

— ex' c—ax — o/x 


Ton pourra écrire 


(>78) /(*) = , h{ * tt>) 


a(a -t- a — ex)' » ’ 1 — //-y" 


gy(a — a') g y” 

fl(c — «X — Cfi'x) ’ • ’ 1 —/J'y" 
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D’après la règle démontrée dans le § VI l'on aura la fonction /^(j) 
par une simple permutation entre les lettres qui composent f(x). Cette 

permutation introduit a a'. a - au lieu de a. et ot , et donne immé- 
diatement, en employant l’équation (177); 


(>79 )■■■ F(x)=g . 


a '). 2 . 

O a 


tr 

(6‘-f-aa — b cjc) a ’ — (//+»«' — bcx)sr'" 



( bc — b‘x—a ot'x)a**'— (6r — b‘x—a u.v) y " ~ 


De sorte que, en posant 
„ b'-t-aa 1 —bcx 

H ■ 1,1 1 2 « I 

b-t-aa — bcx 


//’ 


(bc — b'x — aax)y' 
bc — b‘x — aJx 


nous aurons 

(.80) .. 


F(*)=gl- 



(«—«') 7 r 

(b'-haa — 6c.r)' « " 1 — //,ï“ 

•/(«-«') j r . 

(bc — b'x — a at x) ’ o ‘ 1 — H, 1 y* 


Si l’on observe actuellement , que la quantité 7 est toujours plus 
petite que l’unité, l’on accordera que les suites infinies dont le terme 
général est 

T 

\—Hy" 


sont nécessairement convergentes. L’on peut même augmenter leur con- 
vergence par cette remarque fort simple. En s’arrêtant à une valeur 
donnée de n l’on aurait un degré d'approximation exprimé par la fraction 


mais la suite infinie 
7 * 


-(O’ • 


« — H y" 1 — Hy" 
a pour valeur approchée 


r 


1 —///■” 


-t-etc. 


Digitized by Google 


PAR J. Pl.AXA 


'77 


i — Ily " (i — //•/“) (i -h//-/'" -4- etc.) (i — //y") (i -4- //y*” -4- etc.) 

: t } i+y(i— //-/“-4-clc.)-Hy*(i — //y“-»-etc.)| , 


ou bien ( en négligeant dans le second facteur les termes multipliés 
par y-) 

^r-'^Tzfü • 

i -y” 

Donc , en multipliant le dernier terme calculé par - — l’on aura 

une approximation exacte jusqu'aux quantités de l’ordre y 1 * - ' inclusive- 
ment. Cette règle est un peu plus exacte que celle donnée par l’oissos 
dans la page 34 de son second Mémoire où il prescrit de multiplier le 

dernier terme calculé par — - — . 

r «— 7 

§ xvm. 


Avant daller plus loin, nous ferons remarquer, que les diflerens 
termes qui composent le second membre de l'équation (177) peuvent 
être exprimés rationnellement: c’est-à-dire qu’il ne saurait y avoir le 
radical qui entre dans l'expression des deux racines a et a*. En effet ; 
nous avons l'équation 


a — a 1 


; 


d’où l’on tire (en se rappelant que ù’ = aa'): pour toute valeur paire 
de n; 


or— ot 

et pour toute valeur impaire de n ; 

a ,m + 1 

- — ss (*• - 4 - a"") -4- b‘ («**‘-4- a'” - *) -4- b* (a** 4 -»- a'" - ') ... -4- b"~‘ (a-t-a'). 
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De sorte que l’on peut écrire 



A'-+- 7 . 




suivant que n sera pair ou impair. 

*t 

S 

Le signe 7 indique que Pou doit donner à i toutes les valeurs 

O 

o , i , 2, 3 ^ , et prendre la somme des termes ainsi formés. 

» 

Et le signe Z a une signification analogue. 

O 

Cela posé, si l’on fait pour plus de simplicité , 

M=c'-b' — a‘ ; 4 a‘*\ 

l’on aura, d’après les formules (174) et (175) , 

. . 

~ (SU)' 

Donc en faisant 

m 1 

/>(„, = Z (a ab) “E ln ; / >, M =i(taô)‘‘E ( „ , 

« O 

nons aurons ; pour n nombre pair : 
a* + ’— «"*• 


c, , . 

a — a! (au)" ’ 


et pour n nombre impair ; 

oT*- — a’’*’ 3 P' 


a — «' 


£1 


(2a)- 
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De sorte que l’on a 

«•— *“_ =»**!.-■> . a"— «■* _ a fi.-,, 

a — a' ’ a — 'J. (aa)"~' ’ 

suivant que n sera nombre pair ou impair. 

Donc en posant pour plus de simplicité ; 

fj _ b n (tt—a!) 

a (a*+-« — cx)a' — «(«-+-«’ — cr)»" ’ 

&’♦■(« — «') 

a(c — ax — a’ x) a'*' — a(c — ax — ax)a'"' ’ 

.... j(*)=h îu^-girn . 



l’on aura 

(181) 


Et les formules propres au calcul des termes U ( .. , seront ; pour n 

nombre pair : 


<0 — 


r, fr’(aa)— ' . 

W Pi.)— “b" ( 3 a)—- h (a— ex) iaP\^ l} ’ 


r M = 


b-+‘(3q)—’ 


(c — flx)jf (li - a6*(aa)— 1 'j — ab'x.aP',.^,, ’ 
et pour n nombre impair : 


l 


(*)■ 


b‘(*a )— 


<«")•••' 


*»- 


P'i.)-t-a(a—cx) {a/ > ,._ 1) — i— (aa)— { ’ 

b*** (an)— 

(c — a x) P\.) — ab‘ X j a j —b"~'(ia ) — | 


En écrivant seulement les premiers tenues de f(pc), cl observant 
que l’on a 

/>(„;= 1 , > 

il viendra 
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(■8a) /(*)- 

t ab a (a b)' 

' J" (>) -É-«(u— c-r)" 4- J» w — a (ab)‘-*-a (a — ex) an / J ^ 

a '.(a b Y 

P (jj - 4 -rt ( a — ex ) | a /»„, — (aa6) k j 

a ‘.(ab )’ 

P M — 3 ‘(ab]'-^-(a — cx)2aP\, ] 

a* ( a b )' 

~*~P \ S) ■+•«(« — car) | aP w — (aaé)‘| 

a '(ab)* 

P p — a‘(fli)‘-t- (a— ex) aaPV, 

-f-etc. 

i * 

cab — ba i- x~*~ (c—ax) P 1 (t) — a6 JC 

a ab 

"^(c — ax)|/ , ;>; — a(aè)‘l — *ab'xP\,, 

(a ai)* 

■^(c — aô'xja/’t,,— (an*)'t 

—gi 1 . / (a ab)' 

(c — nx| |P(,) — a 1 (ai)' J — a ab'xP’ {i) 

(î a b) A 

(c— fli'x I aP,„ — (aaé)M 

(a abf 

***(c — ax)| /•,»! — a s (aé)*| — ■iab‘xP'p l 

\ H-elc. ; 

où Ton a 


Digitized by Google 


PAR 3. Pt.ARA 


8 


p\^m, ; 

/»' (1 ,=M l , -4-3jll 1 iV+4a , 6*iir,= 4i»/,(iV-4-a a *6*) ; 

/> = M* -+- 6 M,' A 7 -+- iV’-t- 4 a’4‘ J/* -+- .6a‘ 6* 

= 8(iV-|-a’6 , )(iV^-4a** , )-+->6a'4' ; 

J°' (!) = A/, 5 H- io il/, 3 2V-t-5 AT, N'+^ab'M, ( Af,‘-+- 3A)-*-(aaA)‘A/ 

= t6 A/, J N(N-bia'b‘)-\ria'b i j ; 

P,,, =A/‘-t- t5A/,'A-4- i5iV*A/,*-t-iV , H-(3flA) , ( M,'+6M;N+X' ) 

■+■ ( a a A )* ( Af,* •+■ N )-4- ( a a 6 )‘ 

= 3a(iV+a*A , )(iV+aa*A , )(iV-f-4a*A“) ; 
etc. 

En substituant ces valeurs, et faisant pour plus de simplicité: 


M a z=.i ; M>=N-t-3a'b' ; 

M t =a>b'+M,'(N-t-a.'b') ; 

A/ # = M,*( N+ab' ) ( A-+- au* b‘) — 

P -= 1 î 
^ = Af,-f.a*Af 0 ; 

= ; 

p,=M 1 -+-a'M, ; 

Pi =M^a'M, j 


A/ i = 3/,(A’-t-aaV/) ; 
A/ s =îA/,iAA/ , -+-3a*A‘| ; 
a"A* ; etc. ; 

' 5 

f*,=Af,.+.A*A/„ ; 
Ml =Af,-t-A*A/, ; 

A/,-t-4‘A/, ; 
fx,= A/^-a-.VA/j ; 


Pi =Mi-i-a A/, 


p,= A/ s -»-A\V, ; 


/7, = A/ 0 -t-a*A/ s 

etc. ; 


Us = A/ t -+- A’ .1/. ; 
etc. 


3 4 
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l'on aura 


(>83) f(x)=hj](x,a, b,c)-t-gf x (x,a,b,c) , 

après avoir fait 


(*» 4 ) 


... . , i | S (ab)-" I 

,/(x, a, b, r)=:-{ i-f-/,. — ! -TJ— i > 

' a l . p,—acAl,x | 

I ,, , . b Z (abf 

f(x, a, b, c) = ^-T7 i 

a » cM, — ai iX(_,x 


où U importe de remarquer que N, M, , M„ M i , etc. sont des fonc- 
tions des trois lettres a, b, c qui demeurent invariables par la permu- 
tation entr'elles des deux lettres a et b. Lu généralité de cette propriété 
est démontrée par la simple inspection de nos deux formules désignées, 
plus haut, par (é ) et ( i" ). Après avoir ainsi déterminé f (x) , il est 
clair que , par la règle démontrée dans le § VI , nous en tirons : 


(t85) ... 

• • F ( x ) —gf {*> b, a, c) ■+■ bf x (x, b, a, c) , 

en posant 


(.86) .... 

I /.(x, b, a, c)- . 


Il suit de là, et des formules générales établies vers la fin du même § 
que, en introduisant, au lien des constantes arbitraires h et g les épais- 
seurs moyennes A et B, qui sont censées immédiatement données, nous 
aurons 

(187) ... Df(x) — A\f(b, a, c) ./, (x, a, b, c) —f,(b, a, c) ./. (x, a, b, c) j 

■+■ B \f («, b > c) /• (•*> “> b > c ) — fx( a i b, c) ■/. (x, a, b, c) j ; 

(188) ... DF\x)= A j f (b, a, c) ./. (x, b, a, c) —f x (b, a, c ) ./, (x, b, a, c) j 

■+■ B \f , <«> b, c).f{x, b, a, c) — f(a,b,c).f(x, b, a, c)| ; 

où l’on a 
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' -, , . i t £ (ai ) 1 

f(a,b,c)=z — 

a a » p , 


c)= t 


& & 


L | (aA)«" 


('«9) 




/-,7 V * " («*)' . 

f.(à,a,c) , 

(190) ... />=/ (a, i, c) /,( 4 , a, c)— /(a, b, c)./,(b, a, c) . 

11 est d’ailleurs évident que l’on a l’équation 
(»9>) b 'f(b, a, c)=a'f(a, b, c) . 

Maintenant, pour former les fonctions désignées par t?(p, x), ( (i , xJ, 

il faudra, conformément à la règle démontrée dans le § XIV, rem- 
placer, dans f(x ) et F(x), chaque terme de la forme - — — — par le 
radical 

(p‘ — 2pq.px + q‘x‘)~ l ; 


ce qui donnera 
(19a) ... Df(p, x) = A 

-*-B 


/,(*> “y x >°y b,c) 

c).t?,(p,x,a,b, c) 
j f,(«y b, c).?,{p, x,a, b, c)) 
b, c).fAp,x, a, b, c)j 


f,(b, a, c).f,(fA,, x,, b, a, c) ( 

—/,(*, a, c).ç t {p t ,x t ,b, a, c) 1 

l /(«> b, c).ç,(m., x., b, a, e) 

+B\ \ 

{ — f,( a > b, c). 9, (fi,, X,, i, a, c) 

où l’on a 


(193) ... Z>4>(p,, x t )=A 
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9 . (h’ 


(abr 1 


a “ ° (p‘ — 3acp,bf,cos 6x -^a'c'M'x'ÿ 


i i -, 




{abr 


(> 94 ) { 


Ç,(f. x,a,b,c)=i— b -.Z. 


?Ap.,x.,b,a,c) = — T-*-- 


(fi* — ib cfcM ( cos Q x x t ^b'c % M % ,x*y 

(pb± 

a ° (c*il/ ( *-aa<?Æf,/jt,_,cos 2 x^-a’p.‘,^,x‘Ÿ 
{ab)‘ 


(c'M' — 2bcif,p,~,cosbjr t -+-b'p\~,x'y 


Eu appliquant à ces équations les formules (ag) et (120) l’on aura 
les expressions suivantes des deux épaisseurs électriques y et z qui ont 
lieu, respectivement, sur la surface des deux sphères dont a et 6 sont 
les rayons; Savoir 

(195) . . . D.ayz=.Af(b, a, c)—S/,(a, b, c) 

+ JfAb,a,c). I. t 

* (p‘ — 2acp l M,cosS-ya'c'M,') 1 

+Jbf,(b,a,c).i , 

c (cW/- lac 0-+-a*/x\_,) 5 

-t fA a,b, .. . 

* (p' — a a e^i, il/, cos 2 -t- a* c‘ M' ) ! 


■BbJ\(a, i,c).L.- 


(ab)‘(c'M:-a'p.',_.) 

J 

(c'M'— 2acfi i „,âr i cos$-ha‘(i‘ i ~,)‘ 
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( 196 ). . . D.bzs=B/,(a, b, c) — Af t (b, a, c) 


m 

•+• Bf'(a, b, c) .7.. 
-t -Ba/ % (a, b, r).Z. 


b'c'M\) 

( ju,* — a b c fa M, cos 6 , b' c' Af *,)* 

(c'M'—zbcM,^, cos S,-*- £>*,_,)* 


— Af t (b,a,c).7. 


(abY*'(p' — b'c % M',) 


’ (py — a bcp, M, cos 0, ■+• b‘ c'M *,)» 


— Aa/,(b, a, c).7.- 


( a b y (c* — b'p',_,) 

(c* M ' — a b c M,p , cos 5, -t- ‘ 


Pour faciliter la réduction en nombres de ccs deux formules, il iàudra 
avoir egard au principe exposé en finissant le § précédent, et se rappeler 
que , en posant 

^=tang.( 45 “-t-n) ; 
cos î = cos 9 .cos a II , 

l’on a l'équation 

, , //(/>* — q') H sinaIX.cos(45”-+-n ) 

1*97) 2 a ,1/”' . • 

(/>*— a^> 9 cos y -t- 9*)* " sin’.-Ç 

Par le rapprochement des deux équations ( ig 5 ) et (.96) , il est aisé 
de voir , que la valeur de z résulte de celle de jr par la simple per- 
mutation des deux lettres a et b, ainsi que celle de A et B. Mais , 
cette propriété doit être employée avec circonspection , lorsque l’on 
voudra conclure la seconde (z) de la première , après avoir développée 
celle-ci suivant les puissances d’une seule des deux lettres a ou b. 

Dans les cas particuliers de (5=0% 6 = 180% 6 i =o°, 6^180”; 
les formules générales (190) et (196) deviennent plus simples, cl l'on 
obtient 
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(198) . . . 0 .aj=Jf,(b, a, c)—B/ t {a, b, c) 


’+’df (b, a, 


.s ? (‘>b)'+-\p+acM,\ 

' • \ P ^acMX 


j 1 ./' 1 l \ t (ab)‘\cAT,+i afi_,| 
-AbJAb, a, c).Z.- j- r/ ~— -j«- 


-Bf (a b c) £ l ab ) ,+ '\P‘^ acM l 1 


— Sb f(a, b, c). 7 .. 

? 


(aby\cM,lza Pi _,\ 


(199) ■ ■ • D.bz = Bf'(a, b, c) — Af(b, a, c) 




es 

-+• Baf % (a, b,c).T.. 


(ab)‘\cM l ±bp l _,\ 

\cM,+b Pi _,\' 


— Àf,(b, a, c). 


? <aby+‘lu,+bcbf,l 
t | {L^bcMX 


— Aaf(b , a, c). 


? (aby\cM,+bp,_,\ 
;• \cM^o Pi .x 


eu observant que les signes supérieurs se rapportent aux points où 
5 =o 5 , = 0°; et les signes inférieurs aux points opposés où l'on a 
6=180'; 6 f = 180'. En remplaçant Pi et Pl par leurs valeurs précé- 
dentes, il viendra (en supposant M -t = o) 
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<100) . . . l).ay=Af(b, a,c)—B/,{a, b, c) 

. , r s t (a* I Mt+i +«(»±c) M , | 

+Af(b,a,c).T.. lM ^ a{a - c)MtV 

..... . ? (a A )' | (c dS a) 3 /, dfc a A* | 

{ bf l+ ,-i-a(a spc)Af,\ 

- B bf (a, b, c).L. , (c _. a , 3, _ a h > j » ' ■ 


(301) . . . P ,bz=Bf(a , b, c ) — Af,(b,a,c) 

j ,v ’ * ' . |A/ w .,-»-A(A=pc) 3 / i | 

_ ,, , . S (aAy|(c^rA)3/,±Aa‘Af ( -.t 

.y,* a C ) f (aA)'* 1 1 A/, ,, -t -A (bzlzc) Mj I 
4J,(b,a,c). i. 

? («A)'l (c+b)M,±ba M,_,\ 

-A “Mb, a, c)-f ■ 


Telles sont les formules propres à donner l’expression de l'épaisseur 
de la couche électrique aux points de la surlàcc des deux sphères placées 
sur la ligne qui joint leurs centres. 

Les formules générales (195) et (196) ont la forme convenable pour 
démontrer a priori le fait, que l’influence mutuelle entre deux sphères 
séparées ne saurait augmenter la masse analytique de l’électricité ré- 
pandue sur leurs surfaces : c’est-à-dire que l’on a les équations 



O 


« 



O 


4 aA*Æ ; 
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quelles que soient les valeurs primitives des épaisseurs moyennes A 
et B qui avaient lieu avant l'action duc au développement de leur in- 
fluence. En effet , en appliquant ici la formule 

(A'— B' 


sinç (A’— lAB. cos? '= -j 


l’on obtient immédiatement; 



O 


4 ira* 
Da 

\A/Xb, 

a,c)—B/,(a 

,b, <?)| 


4» a' A 
* Da 

j/.(*> a 

,c).^ a T 

• p t 

+bf t (b, 

\ 7 ( a ^y 
a ’ c ^ 7 K 

4 na*B 
Da 

!/.(«>* 

,c).iï ab V~ 

' • Pl 

+b/{ a> 

h r\ 7 W 

[ b,e ).cÂÇ 



* 

a ir b' J z sin 0 , d 3 , = 

- 

4***1 
Üb j 


0 

b,c)—Af(b, 

a,c)j 


4iri*«l 
Db j 


c).ÎS ab r* 

• f*( 

-af{a,b 

c) 2 

’ cM t ( 

4ir6Mj 

~dü~ j 

| /.(.b, 

. S (a b) 1 *' 
c).i.i — t— -t 

-af, [b, a 

v S (ab)‘l 

TSTj 


Donc en éliminant, & l'aide des équations (189), les sommes indi- 
quée par le signe Z , et ayant égard à l’équation (191) , l’on verra 
aussitôt: 1.° que le coefficient de B devient nul, par identité, dans la 
première de ces deux équations, et que celui de A devient de même 
nul dans la seconde: a.* que le coefficient de A sc réduit à 4 sa* dans 
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la première, et celui de B à 4 *^* dans seconde. Cette démonstra- 
tion a l'avantage d’ètre tout-à-fait explicite , et de u’avoir pas besoin 
que l’expression de y soit réduite cil une série de termes de la forme 
J * -+-/,-♦-/» *4-/î etc., semblables à ceux définis dans le III*" e §. 

Si l’on suppose Z? = o avant l’influence, l’on aura 011001*0 /?= o 
pendant l’influence , et l’on comprendra pourquoi les deux quantités 
égales d’électricités contraires ainsi développées sur la surface de la 
sphère du rayon b pourront se neutraliser complètement en éloignant la 
sphère électrisée. De sorte que la nullité d’action que présentera main- 
tenant la sphère du rayon b sera due à celle combinaison, et non à la 
dissipation par le sol des deux électricités , puisque, par l’isolement 
parfait que nous admettons , cette dissipation est rendue impossible. 
C’est un de ces cas où l’identité des effets n’entraîne pas l’identité des 
causes. 

D’après la formule (196), le cercle qui sépare les deux électricités 
sur la sphère du rayon b sera déterminé par la valeur particulière de 6, 
qui satisfait à l’équation z=o ; c’est-à-dire à* l’équation 


(aoa)... 


o 


=/. (*) a, c) ■+•/. (b,a,c).Z. 

■+-af t (b,a,c). 7 .. 


(ab)'+‘(ii, , —b'c’M l ') 

J 

(fi,’ — a Acft, A/, cos 5 ',-+- b'c' l/,‘ )* 
(a b)‘(c' A/,’— 

: 1 • 

(C’A/,’ — aécA/,/»j_ co$5',-t-&y>\_,)' 


où 0 \ désigne la valeur convenable de S. . De sorte que, la position de 
ce cercle sera indépendante de l'intensité A de la sphère électrisée: car, 
il est clair, que cette équation donne ; 

cos. fi', =fonct:(a, b, e) . 


En supposant connu l’angle 6 ’ , la masse de l'électricité de même 
nom qui se trouve, libre, sur la sphère du rayon b sera aussi connue, 
et exprimée par l'intégrale déGnic 


o 

"J- 


27tb* I zsinO^O, 


□5 
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En substituant pour 2 sa valeur fournie par l’équation (196), après y 
avoir fait Z?=o , et remarquant que l’on a la formule générale 


(A'-B‘)fd< 


dfà u y ( // * — a AB. cos ?-t- B') 


(A'-B') 


AB Ÿ (A‘—*Alicoi 9 ' + B‘)\ ' 

l'on trouvera ; 


‘‘J" 


• A 


(ao 3 ) ... asi* | ss\uO t dO t — — '^^J\(b , a, c). (\ — cosS/) 

7 ] 


Dcb 1 


l /,(*. «, c).r.- 


1 f,(b,a,c).ï. 

a ) 

Del? 'l a 

», o)- 7 -. 


laby+'itf—b'c'M;) 


M, fi, . y j*7 — a b c [1, 3 /j cos 0 ' ■+■ b'c' Âfl 

(a £ / (c* J// — ) l 

. y'” c*d//— ibcAJ t p ( ~, cos6 ( Viy<^,J 

L’on a donc une équation île la forme 


in b' 


w, 

j"ssin $,*/$,= 


//. Fonct:(<i , A , c) ; 


ce qui démontre que l'électricité décomposée par influence est propor- 
tionnelle à l’intensité A> lorsque les trois paramètres a y b >c demeurent 
constans. Mais , pour deux sphères données , cette quantité varie avec la 
distance c des deux centres, et la loi de celte variation est, comme l'on 
voit. , fort compliquée. 

Four rendre plus manifeste la manière dont les formules précédentes 
sont fonctions de la distance c des deux centres, nous ferons remarquer. 
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qu’en ordonnant les quantités A/,, M,, A/,, etc.; />„, p,, p t , etc.; 
/“.> f*i> /*> etc- i suivant les puissances du trinôme c' — A* — a‘=M,, 
l'on aura les équations suivantes; 


I M,= ! ; 

A/,= M, ; 

A/,= — a'b'-t- M ' ; 


( M, = — aa*A*A/, -t-A/, 1 ; 

A/,= a’A' — Za'b'M' -+- M ’• ; 

M,= 3 a' A' il/ — 4 A 1 M'-*- M' ; 

.1/6 = — a f A‘-*-6a' 6' A/,* — 5 a* A* Af* .+. Af,‘ ; 
etc. ; 


I P.— ; 

P, — — a’A'-t-a’A/,-*- M‘ ; 

p, — — a'A‘ — an'A" AZ-t-a' A/ '- 4 - A/, 1 ; 

Pi = a'b' — la'b'M — 3a'b‘ M ‘+a‘ M ' -*Af * ; 

/>,= tfb'-t-'3tPb'M' — 3a*b'M;—4a , b'Af' , -ha‘M''+M, i ; 

/> 5 = — a‘ «‘-H 3 a" A* A/, H- 6 a* A' A/,‘ — 4 a* A‘ A/,’ 

— 5a‘A*A/ i ‘-t-a*A/ i , -4-A/‘ ; 

etc. ; 
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( fi,= b'+M, ; 


( 3 o6) 


ft, = — u* A‘ -t- A’ A/, -+- Af,* ; 

fi, = — a' A' — a a' A' A/ -t- A* Af,* -+- A/ * ; 

ftj= a' A* — a a' A' A/, — 3 a* A* Af * -t- A' Af,* -4- Af* ; 

fi,= a' A‘ -+- 3 a* A* Af, — 3 a» A' A/,* — 4 a- A* M > ■+■ A- A/,' 4- A/, s 

fi s = — a 4 A 4 -j-3a*A‘Af,-+- 6a*A'Af,* — 

— 5«*A*Af l ‘+A*Jf 1 5 -t-Af l ‘ ; 


etc. 


En outre, il conviendra d’observer que, en faisant 


f * Pi * Pi cr V • ilf| / 


l'on a 


(ao 7 ) 


/.(", b, c)_ 
D 

* Uifcîc: 

D' [ o P, 

/(A, a, c)_ 
D 

i.|,+î>*l" 

D' \ • p, 

f.(a>b,c)_ 

A* | (aA)‘ . 

D 

~cp.nr ’ 

f,(b, a, e)_ 

a‘ j (aby 

D 

cl? .' Af, ' 


L'inspection de ces formules démontre, que dans les valeurs de y 
et de z les coefficieng de A et de B seront des nombres abstraits, c’est- 
à-dire, indépendans de l’unité de mesure que l’on choisira pour évaluer 
les trois ligues a, A, c. 
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Pour mieux fixer les idées sur les formules générales (195) et (196) 
nous allons les développer dans deux cas distincts: 1.” en négligeant (dans 
le résultat final ) le cube de b ; 3.’ en négligeant les termes divisés par c* : 

ce qui pourra servir lorsque les rapports —, ~ , seront de petites 

fractions, et dans les cas où les deux rayons seront forts petits com- 
parativement h la distance c — a — b qui sépare les surfaces des deux 
sphères. Pour cela, il suffit de prendre; 


f t (a,b,c)='- 

/(ù,a,c)=i 


c' — b' 


:.*+■ 


ai* 

P, 


■ b ' 


c‘ — a 


a ba * b'a' 

4 1 


P, 


/.(<*. b,c)=z- 




ac cM t cM % ’ 


,,, . a a * ba 1 b‘a' 

/,(*, a,c)_— ^ cM . 


d'où l'on tire ( après les réductions) 

a b a' b' a' b' 

D= 1 -I 1 V 


b a' 


P . P. 

ab 


(x, c*(c* — a‘) c*(c* — a*) ' 


D'' 


c* — a* 


Cela posé, si l’on remarque que, dans le terme multiplié par a' b', 
il est permis de faire p t , et p a ~c‘ , p ü =M t dans les termes 

multipliés par b, l’on trouvera que, en négligeant la totalité des termes 
multipliés par b', la formule (195) donne 


(308) . 


• 7 — A- 4 - 


II b 


Il (c‘ — a’)/ 3 a . a‘\ - J 

îô— ’ 
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Maintenant , si l’on observe que , même en conservant dans l’espression 
de D' les termes multipliés par b 1 , l’on a 


ab 

a* 

a’i’ 

1 

ai 1 

i, . 

■ - t~ 

F» 

F. 

F. 

+ ’ 

ai 

a*i* 

a’i 1 

ai* 

A/,'*' 

A/. 

A/, 

A * 4 “ 


l’on trouvera, que la formule (196), en y négligeant les termes qui 
seraient multipliés par b', donne 


“K 


ab a'b * «’i* a' b' 

1 H 1 V 


t'b ' a'b' \ A a' An' b' 

•+— ïT“ 


, c a* i a* 1 \ 

8 c Afj Cfi„‘ cfe," 1- ?/ 

-t- ^ 1 — aic/vcostf.-t-iV) - * 

— (* Jf )( c * — abc.cosO t -hb')~ î 


-t- t 1 " (fi„‘ — ibcjj. c .cosO i -hb‘c')~ 


Aa'bp' 


(fi ' — 3 icjx, A/,. cos 5 ,-f* i'c’A/,*) 


aie. cos 3, -h 6* f* 

— A a'c'U '(c M' — abc M t p a , cos 0 , -f- i‘/i„‘ ! 

— Aa'c'b M' (e* A/,‘ — abcM,p t .cosfi : -+-b' p') ' . 
Comme dans cette équation l'on peut faire 
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bc bcM, bp, bc i t / h' \ 

#*" f *, cd/, c* — a' ' cM, = cp, \ ~ t_ c* — av ’ 


iÿ5 


^ g* A* ^ g»A* a*A‘ , Aa’ 

P* P. + K 7JT~ ~c' ((.-■—«*) ’ 

il est clair quelle se réduit à celle-ci ; 

,, /^a‘ Cia 1 

-, — — — 

Ac D c'(c‘ — a’) 

— Aa l b'( c /’•■* , u ‘ î J J__i\ 

VfJt? cilf, f«‘ cp, cp, c' c) 

•+■ ( ■ -I- y ) (ft.‘ — a ieft. • cos î, A*c*) “ ‘ 

Babc f ab\, , _* 

jp— I H-gj l(c* — aAc.cosS^A’c*) 

A<?(c' — A*). * 

— — g -(c* — a A c. cos 5, -t- A*) ; 

ou bien à celle-ci; 

^a* B b a' » 




bc O' c'(c‘— a‘) 


•+■ -■■ffr- ihr,' — aAcfvcos5,-t-A*c‘) * 

Babc. , , . 

jj, — ( c — aAc. cos5 ) -t-A‘) 1 

j4a‘(c ’ — A’). , , . 

g '(e — a Ac.cos5,-t-A*) , 


en observant que l'on a — 


P. F„ c* W, 


P' 


- o , et 


a» 


F. 


1 


A/,* Cil/j cp„* cp, cp/' 
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En substituant pour sa valeur 1 — — a - , et remarquant que l’on a 


il viendra 


i,l a ' b ' 

|c‘(c‘ — a' 


a x b % 


Y (c‘ — a'Y t'-(f 


a‘b‘ 1 


n Aa % Aa'lc'—ù*). . . « . 

2 = ^ -( c 1 — a 5 c*. cos -4- 6*) 


/?*/> 


(6** — a*) 


°‘[ , -( , -t cos 5 - h -F‘) _1 ] 
.c*(,-ÿcos^^)-i 


‘ ( c ‘— a ‘)- 

on Ion a ju„=c* — a". 

Maintenant, si l’on développé les deux derniers termes, nous aurons 

. \ n Aa'\i (c* — A*)/ ai a é*\-« ( 

(aog)... -r-^,__ C o.9 > +-j | 

/la' b' A a' b' , . I i c i . 

c c‘ c’ (c‘ — a 1 ) 1 


Telle est la valeur de 2, mathématiquement exacte jusqu’aux quantités 
de l’ordre i* inclusivement. En la comparant avec l’expression de j 
donnée par la formule (308) l’on voit , qu’elle ne résulte pas de cette 
dernière par une simple permutation entre les lettres ; ce qui confirme 
la remarque faite, sur ce point, dans le § précédent. 

En supprimant dans la dernière valeur de z les termes multipliés 
par b', l’on aura 

_ Aa' Aa‘(c‘ — b *) 

2 = Z?-f--r i î • 

C A(c‘ — 2 bc. cos 9,-4- b') 1 


Or il est manifeste que l’on aurait, d’un coup, cette même expres- 
sion de z en permutant les lettres A et Ii ainsi que a et b dans le 
second membre de l’équation (308). Mais il était nécessaire de démon- 
trer, que celte dernière valeur de s n’est pas (comme celle de jr) exacte 
jusqu'aux quantités de l’ordre 4 ‘, inclusivement. Au reste , si l’on y 
remplace le radical 
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'97 


par 


3 b . ô 0' l‘o ü . .. 

H cos 5 . -i-f* — . — cos , 7, , Ion aura 

C ' 2 C 2 C 


i cos 0 . • 

w £ 

3 A* i5 


A’Vi 


/ 2 b . 4'V 

^--co S 0.+ ? J 


D 3//rt - 5 b i5 Aa b , 

2 = /? ï— cos y — : . — i— cos . 0 : 

c ' 2 c* a c 3 * 


ce qui s’accorde avec la valeur île z que l’on voit dans la page 88 du 
premier Mémoire de Poisson. On sait maintenant, par la discussion que 
je viens d’exposer, que ce résultat est fautif, analytiquement parlant, 
puisque toutes les quantités d’un meme ordre n’y sont pas conservées. 

Dans le cas particulier où la sphère du rayon b est soumise (sans 
être préalablement électrisée) à l’influence de la sphère du rayon « , 
électrisée et isolée, l’on doit faire B = o. Alors, pour déterminer la 
|>osition du cercle qui sépare les deux fluides contraires sur la surface 
de ln sphère du rayon b, il faut établir l’équation 2=0, laquelle, en 
employant la formule (209) se réduit à celle-ci ; 


2 b . b x f b' V 
, — _cos9 1 -»- ? = ^i — p J , 


d'où l'on tire en négligeant les termes multipliés par 4 1 : 


(ato) 


. 5 b 

cos9 = ^.- 
1 0 c 


Celte formule s’accorde avec celle donnée par Poisson dans la der- 
nière ligne de la page 8t) ; mois cet accord cesserait d'avoir lieu , si l'on 
n’avait pas B s=o. 

Les mêmes formules (ig5) et (196), en négligeant les termes qui 
seraient divisés par c 4 , se réduisent d’abord à celles-ci ; 


ifi 
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<ar=Af(b, a,c ) — BfAa, b, c) — h 

P. 


Da r = Jf(b,a,c)-Bf,(a, b, c)-B -f^.b, c)- B^-f, (a, b, c) 


. ab ( lac _ a*c*'\”8 

■ 4 -Jfib, a, c). — I i cosSh I 

' p.\ P. P' y 

Ab ... f a a . u*V-i 

+ —/•(*> ». c) — — cosî-H- j 

Bb r . , . / a\f aa , a*\ _ « . 

-7/Ki.4( , - ? )( , - 7 c° S 5+ r ,) ’ 

I)bz = B/,(a, b, c)-A/,(b, a, c )-A a ^/,(b, a, c )-A^-f t (b, a,c) 

r** c r, 

-t -Ç/.K «,*)•(*- 7 c°» 9 ,^) ' 

Mais nous avons p, = c' — b' ; p^ — c' — a' : donc en ayant égard auv 
équations (307) , il viendra 

et b j Bb‘ / ab\ Bb 1 Bb 1 Æ,«A* 

| ’^’acV \ "^ r M > )"*~c(c‘— b') c ' 

c acP\ c °s 




_ /? jj abl A a* / A a' Au 1 Abt 

D‘ I l ~*~ p v | c(c*— a‘) cÏÏ^ c 1 
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Et comine 


ab 


D'~ c—d 
des termes qui seraient divisés par c‘, l’on li ; 


ï, il est clair que, en négligeant la totalité 


(ai a) 


z = fi-+- 


B b' 

Bab' 

Bb ’/ 

2 a „ . a 

1 cos 5 H ; 

c c 

H 

ac 

h* | — 

ac V 

Aa 

Abu 

Aa' / 

2 b . b‘ 

I COS 0 - 4 --i 

. c c 



bc 


~ bc V 


Le rapprochement de ces formules avec celles désignées par (308) 
et (309), otlre la véritable distinction existente entre les deux cas que 
nous venons d'examiner. 


§ XX. 


Les formules générales {195) et (196) subissent une modification 
remarquable , lorsque les surfaces des deux sphères électrisées , après 
avoir été mises d’ahord en contact sont séparées pour être replacées à 
la même distance. Alors, le rapport des deux épaisseurs primitives A 
et B cesse d’être arbitraire : il devient une quantité nécessairement dé- 
terminée par les formules du § IX , ce qui donne pour J et z des ex- 
pressions de la forme, y=.AP , z —A Q ; où P est une fonction des 
trois paramètres a, b, c et de la variable cosS ; et Q une fonction 
semblable de a, b, c, cosfl,. Je vais analyser ce qui se passe dans 
cette circonstance dans un cas particulier fort simple. 

En faisant 0 =0, la formule (309) donne 




B 3 ab' B\ ( a’V‘1 

A ~?~‘A L‘ V c’j J 

*£-£(~ÎX~î)“' 


d’où Ton tire en développant et négligeant le cube de b ; 
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i n 

3«* 

5a*b 

-i a ' b ' i 



c* 

c 4 1 


3 ab‘ 

n,_ 


[ 

C 1 

4 

v c*/ J J 


Supposons maintenant , cpie les centres «les deux sphères ont été 
amenés à la distance c, apres avoir été électrisées et mises en contact. 

Alors, le rapport — sera une quantité positive et déterminée , toujours 

• .TT* « « . 

comprise entre l'unité et ^ = i , 644 <)> ainsi que nous l'avons démontré 

dans le § X. Donc , la quantité qui multiplie A dans cette valeur de z 
sera négative pour toute valeur de c , telle que l’on ait 


3 a* 
~(F 





ce qui aura lieu, en général, ü une petite distance du contact. De sorte 
que, à cette distance, sur la sphère du rayon b<a 9 il y aura une élec- 
tricité contraire à celle qui a lieu sur la sphère du rayon a au point 
qui répoud à 0 = o. En augmentant la distance c, la valeur négative 
de z diminuera, et il y aura un point où Ton aura s = o, sans que 
Ton ait en même temps ^ =o. 

Pour détermiucr, au moins par approximation , cette valeur très- 
reuiarquahlc de la distance c, il faudra résoudre une équation de la 

a i B 

tonne , o = a — x— ?(x); où l’on », -=Vx; - =a , et 


?(•*)= 


54 | 7 J‘ , b‘ B 

i a i a a / ï 


[l — (i — x)-‘] 


Donc c» appliquant ici la série de Lagrange , l'on aura , en négligeant 
le cube de b ; 


i d. 


x_i==a '*W—4 di a'W/ - 


d'où Ton tire 


c - 


-a s f(a)— 4 .^a‘ • 

i T ' ' 34 a 
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En subsliluant pour ç(a) et pour a sa valeur, il viendra 



D’après la série (81), nous avons 

B _ S,a' S,a‘b fc+WW* , . 

A (a+b) 1 ’*’ («-H/»)' 


ce qui donne 


en posant 


B „/ H' b H" b'\ 

Â~ H V > 


U=zS,=‘jr ; Il’=S 3 — aS, ; // " = 3 6', — 3 .V, -*- ( 5, . 

ü 7t* 

Il suit de là, cpie l’on peut faire = dans les termes multipliés 
par ; et alors l’on a 

7j* 

Mais S, = — , et 
9° 


I. i H' b i H 1 ' b' . 3/7/'Y**( 

\/#/ s j 1 a Ha a' tf ‘a‘ + 8\tf / o‘j ’ 

donc en substituant celte valeur , et ordonnant suivant les puissances 
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de - l’on trouvera ; 


(316)... 



et par conséquent l’on a 

<*.’> ■ • ■ <— i^-'M^-s-ïî) 


pour expression de la distance qui sépare les surfaces des deux sphère:. 
Comme l’on a 


i’,= i-f-^-t- jj-t-ctc.= 1, ao 3 o 56 g ; S,= i , 644034 ° > 

l’on trouvera , en réduisant en nombres les cocfficiens , 

(3 1 8 ) . . . c — a — b — a £(o, 35 o 48 ) -»- *(o, 6 go 3 ^ 5 ) — ^-,( 4 , 4 o° 8 °)J • 

En appliquant cette formule à l’expérience de Coulomb , citée par 
Poisson à la page 1 3 de son premier Mémoire , pour laquelle l’on avait 
« = 5,5 ; 4 = t , l’on obtient 

c — a — 4 = 1, 937400-4-0, 690375 — 0, 800144= 1, 817631 . 

5 

Coulomb avait trouvé 3-4-— = 3, 416667 ; ce qui donne 
3 , 416667 — 1, 817631 =o, 5 g 9 o 36 

pour la différence entre l'observation et la théorie. Ainsi, cette différence 
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ai>3 


est à-peu-près la même que l'on aurait sans tenir compte du second et 
du troisième terme qui entre dans la valeur de c — a — 4 . Mais il est 

g 

important de remarquer, que l’élimination de — , de l'équation (a 1 4)> 

yf 

a influe sur la convergence de l'équation (ai y): car en calculant ce 
même exemple par la formule (ai4)> où l’on a 


§='> 3 7999 » 

l’on trouve 

c — a — 4= a, 6 og 365 — o, 166667 — o, 086937 = 2, 155771 


Coulomb rapporte dans la même page 45° (*) une autre expérience, 
où il avait a = 5 , 5 ; 4 = a; et c — a — 4 = 3. Notre formule (at 4 ), 

en y faisant ~=i,235io, donne 

c — a — £ = 3,071805 — o, 333333—0, 19756=2, 540912 . 


Ainsi , il faudrait pousser plus loin la série pour diminuer ccs différences 
entre l'observation et la théorie. 

Tandis que l'on a s = o au point où 6 t = o, l'on a , en vertu de 
cette meme équation, au point diamétralement opposé. 


— s -ix— ix- £(■ -ix- -iy i 

a 

c*V * e s A a * / (c*— o* ) 


ou bien 


{*) Mémoire* de l'Académie des Sciences de Paris pour Tonnée 1787. 
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De sorte que nous avons au point où cos = — i ; 


En donnant à l'équation (316) la forme 


£_!EI 1+ * 


G ^,G' 

a 12. a 


l’on aura 


M z - ,c ;) 

Mo -sr- ■ ]| 


D'après le calcul précédent l’on a 


G =^=(1,690375) , G’= 3 r:Kî( 4 , 4 oo 8 ) ; 


cl par conséquent 

( 330 )... ZW j 3 , 38987 -^(8, 3339) -t- J (a 5 , 4433 )j . 


On voit donc que , sur la sphère du rayon b, l’épaisseur de la couche 
élec trique pourra être deux fois et demi plus grande que sur la sphère 

du rayon a, pourvu que l’on ait — Cependant cette épaisseur 

serait moindre que celle qui a lieu au même point pendant le contact 

des deux sphères: car en prenant a= 1 et />= ~ , les formules (9,!) 

et (79) donnent 


Z = 


3 , ai i 45 


°> 909 55 


= 3 , 31437 . 


En rapprochant les équations (g 3 ) et (219) Ton en conclura que, en 
négligeant les tonnes multipliés par y, les intensités Z et Z' qui sc 
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3q5 


succèdent sur le point de U petite sphère opposé au contact sont entre 
elles dans le rapport constant 


■Z _7 


I, 3788 • 


Pour savoir ce que devient la valeur y de y , correspondante à 5 — o 

t . 3 Vâ 

et à la valeur de c ainsi déterminée , il suffira île faire - = dans 

u it 

la formule (ao8) , ce qui donnera 


(331) .... 



it % b 1 \ 1 8 / 

" Ffÿj 


3(5 ' a‘ 


et sur le point diamétralement opposé l’on aura 

r (■+%)- 


( 222 ) .... r 


— A 1 


n* b 1 
3ü* ô 1 ’ 


(■*■-£> J 1 


et en réduisant en nombres il viendra 

(aa3) /=.*( i — ^(3o,3587)) 5 

(aa4) Y'=A (i-t- j.( i, n36g)^ ■ 

A l’aide de ces résultats numériques, il sera facile de comparer cette 
théorie avec l'observation dans les cas où la fraction ne surpassera 

pas ~ . Mais , lorsque la fraction — sera fort approchante de ^ , il con- 
viendra de remplacer les formules (33>) et ( 333 ) par celles que l'on 

B c 

obtient immédiatement, saus l’élimination de — et de - : c'est-à-dire 

A a 

que l’on prendra; 

a 7 
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<-» 

ai6) J =A\ i ■+• — > ’ » . 

f A c (c+«) l 

Soit, par exemple, a= i , alors l'on a ^ = i,a 54 ai et la for- 

j A 

mule (ai 4) donne (=1,69737: partant nous avons par ces dernières 
formules 

y=A(o, 3 oç)i 6 g) ; l" = A(i,o 68 y 44 ) . 


Pour avoir avec plus d'exactitude la valeur de ÿ , il serait néces- 
saire de tenir compte des termes multiplies par £d. Pour cela, il faudra 
développer la formule (aoo), laquelle donne, en y négligeant tous les 
termes multipliés par b', ce résultat fort simple; savoir 


( 2 ^ 7 ) 


y— A 


B b “ ( 3 c — a) ( 
A" c" (c — a )‘ i 



De là l'on tire 


-+-A 


a b' 

c*(c — tl)‘ 




)■ 


ÿ—A jo, 309169 — o, 0044^35 -+* o, i 3 o 5 1 3=0, 435219 j . 

La formule (230) exige que l’on ail pour pouvoir négliger 

a 7 

1 rs termes suivans de la série- Mais, pour les valeurs de - comprises 

entre \ et ^ il conviendra de s’en tenir à la valeur de Z beaucoup 

plus convergente que l’on obtient en posant cos 5 t = — 1 dans la for- 
mule (209); ce qui donne 


(228) 



A a' T 3c-+-é> 1 h‘ /a V ((c‘ — a')‘- c') \ _ 

B‘ c [(c-t-ïy J"*" U‘ \c/ (c* — a‘Ÿ ( 


Celte formule peut être appliquée avant et après le contact , parccque 
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les valeurs tic ^ et c conservent leur généralité primitive. En y fai- 
sant, comme dans l'exemple précédent, 

« = i . h ss j; ^=t,j 54 at ; c= 1,69737 ; 
l'on trouve, 

<C' = Ii j 1 -+-0,61801 — o, 091736= 1, 52637 j , 

tandis que la formule (220) donne un résultat qui ne mérite aucune 

/>' 

confiance eû égard à la grandeur du terme multiplié par — . Cela prouve 

I) c 

seulement que l'élimination de -j et de - , à l’aide des équations (81) 

et (216), a contribué à rendre moins convergente la série formée par 
cette combinaison. 

Je reprends la considération de l’équation (227) pour exposer ici les 
principaux points de sa démonstration. D’abord l'on trouvera , que la 
formule (200) donne (en négligeant tous les termes multipliés par b * 

et faisant ~ = i dans ceux multipliés par b’) ; 


A l a b a' b' a'b' 


- ÿb \(<+ a J\ 


1 T?\ ^ M,' 

srr 

aefl V + F/ 


*- Jab \, ."(«-MIL 

. «(a — 


3 a* b l \ 

+ m, ir H 

H M, 

i V + M, H 

m; ) 

Âab(c-*-a) ( nab 

3 u’i’\ 



c//(c— a)‘ V I_H Âf " + 

K ) 



Bb'(c-ha) / a<zA\ 

D'a(c— a) , V. 1 ' 1 " M,) 

Bb' l 

î 

. . «(«-+-*)( j. 
A/, II* 

. a(a — c)C‘ . 
M, 1 

Relativement à la fonction 

, je pl 

acerai ici sa valeur développée 

jusqu'à la cinquième puissance 

de b inclusivement, pareeque ce résultat 
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nous sera utile ]>ar la suite. D'après la formule posée dans le § XVIII 

l’on trouvera d'aliord ; 





a b 


a‘b' a* b' a' b* d'h'' 

4 -4* -+- -4“ 

M, f*. Fl Pt 

( i i a’ b' _ a'I/" . 


et en substituant pour fv ft,, ft, et AT, leur valeur, l’on verra, 

•pie; 

.1 ab a 1 b’ d'h* I ab‘ 

D “ r t= 7 + (c‘— a x )*•+■ (c* — a* y ! ~f 


ci c*— «■) 


I -4- 




ab’ 1 a*c* a'd{i,a ‘ — c')\ 


d’où l’on tire 


(329) . . . 


1 


Z>'*“ 


ab ab ‘ a'b' {3C '~ aX) 
c‘ — a' c' c‘(c‘ — «*y 

..1 (c‘— a*) 5 — a'c r ‘(Ac‘ — 5 a') 

ab r — * &= *? — 1 


Cela posé , il n’y a plus aucune difficulté pour parvenir à l’équa- 
tion (227), après avoir observé que l’on a; 

. a b' a b a' b' db* a 6 * 

d ~f *= 1 -"sr ïp+m: ~ w ■ 


§ XXI. 

Il est actuellement facile de pousser plus loin l’analyse du cas que nous 
venons de considérer, et même de former l'équation générale de laquelle 
l’on doit tirer la valeur de C, telle, que, à la distance c — a — b des 
deux surfaces sphériques , l’intensité de la couche électrique soit nulle 
sur la sphère du plus petit rayon b, au point correspondant à 5 i = o. 
Pour cela, il suffit d’égaler A zéro le second membre de l’équation (201) , 
pris avec les signes supérieurs. De cette manière, en ayant égard aux 
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équations (207) l'on obtiendra une équation qui peut être écrite ainsi ; 
savoir 


G'— G"— G"' 


(128). 


B r „ B-.B/i \ 
Â G ~~Â G +ÏJ\ü'-')- 


H S (abjr 

J ~A ' c p t 


où l'on a fait , pour plus de simplicité ; 

b' 


DG = ^Wb~ 


( 

3 cb 


■) 


C-S)’ ^ 
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Les fonctions G, G', G" sont, chacune, développables suivant 

les puissances entières et positives de b, sans qu’il y ait aucun terme 
indépendant de b. De sorte que l’on aura; 


G =411,(0, b, c ) ; 
G"=bn s (a , b, c) ; 


G"=blU(a,b,c) ; 

3 o p t 


iGp 


G’ =in,(a, b, c) ; 
G m =bn t (a,b,c) ; 
G'=bl\(a, b, c) ; 

— i) = 4n,(a, b,c) . 


Maintenant, si l’on fait a = j-^; ^ = yjr, et 
a 'Ka ’ f) = I M a > 6 ’ c )*+- n *( a > 6 » e)— n,(a, b, c)— nja.b, c) 

-h 2 î n s («, b, c)— Jl t (a, b, c)-t-n,(a, b, c)J , 


nous aurons l’équation 

< î3 ') o = o— V*) ’ 

— * C 

de laquelle l'on pourra tirer la valeur de x * — — ordonnée suivant 

les puissances de ^ , à l’aide de la série de Lacrauce ; c’est-à-dire 
que l’on a ; 

(,3,,...S=,-i-l.-i.| f (â >K; )-i.^-J:j.-V(4, Kl)j 


Digitized by Google 


PAR J. PLANA 


et par conséquent , 
c — a — b 


<» 33 ) 


■'O J 
r ‘)| 

'<■ r=)| 


i b^ <f. 

1 ' 2 a‘ </a I 3 


d\ 


a’ a . 3 .a' f/a‘ 

— etc. 

Après avoir exécutées les opérations indiquées dans le second membre 
de cette équation, il faudra remplacer a par ; et comme la dis- 
tance c — a — b est celle qui a lieu après le contact des deux sphères 
électrisées, l’on pourra substituer pour j sa valeur en série, confor- 
mément à la formule (81). Mais il vaudra mieux s'abstenir de faire celte 
substitution pareeque elle est nuisible k la convergence de la série. 

En supprimant tous les termes multipliés par — dans le second 
membre de cette équation l'on aurait 

c — a — 4 = n^n * — . 

La limite vers laquelle converge s à mesure que b diminue est 

i : donc en prenant 3 = ^.7., il viendra 
3 0 1 JO 




bien 


c — a — b = rt( y 1 , 83378 — 1 ) . 

Ce résultat se rapproche de celui de Coulomb , qui trouvait 
c — a — b — a(Y à — ') (*) : 


/ 


(•) V-.jr* page 4SI da Volume cité plus haut. 
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mais cette comparaison démontre seulement la distance immense qu’il 
y avait entre la véritable équation et celle établie par Coulomb. 

En développant les fonctions G, G', etc. suivant les puissances de 

y jusqu'à la cinquième inclusivement, et faisant pour plus de simplicité, 

t> = 7 , // = “-, r — -‘, , l’on obtiendra les résultats suivans: 
o ' c , 11 / 


// G = — p q' 


+ lpq + lp'q'+ 


—q(i-D') ; 


— 'PI 


lï G'= — rp q'( i -t-r) 

+r, ( ,+ 5 î+ 3’') 

3 ?-*- 1 3< S' , )-*- r ‘(§'7 •+■ 7 <f ■+■ i8 7’)| 

-rp'q‘ |+'' I ( 3 +JÏ + 7Î , + I3< 7’) 

— v 1 -W' (3 q’- 4- y 1 3 1' + ^ <t )] 


-rp q 


,/to » 01 no A 

r VT + i&q'-*--j-q') 

r*^ 3 -t- 1017 -4*79* -H ia<7‘-f-y9*^ 
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D'Ü”= j<7‘ — 

-4- /y» 1 \ > 


il'—- JÏ') — '■■(«'— I?') 

-*- >7>* ^-4- r 3 ( 4 -4- ~ q •+• 1 9 * ) — r* ^6 - 4 - 1 < 7 ) 
-|h-5^-^(3-(-^ 9 h-5 9 ‘) 

r*^ 3 - 4 - ^17-4-9’ — y ?')* 4 * r, ( 6 ' 4 ' I <7-4-39’) 

|— rS ( ,0 -4-|^)+^(y+ ,0 ? ) 

— ^(y-+- 6 9-*-79*-+- l "7‘) 


-*-rp i 


nG '- r >? G) 

■+- r V? |?(* -»"•) -<-3 r | 

-y-r'p'q ||<7‘(t-+-r)*-4-aijrr( 1 - 4 -r) — ^r-4-r‘ 


38 
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W ■+•-»- q'r ( 1 -t-r)'— q r(i +r)i 


■+*r* p'q i 


l-+-3qr‘( i-*-r) — |r*H-3r’ 


3^( i -t-r)'-b y q'r(i 3 '/*'( 1 ■+*')* 


mr P %i l < — *qr'(i -*-r)«4-6ÿr*(i -+ -r)-f-ÿr* 


f r'-4- 5 ÿ*r*( r - 4 -r)* 


,ii, r i r 

^ 3 r+ î + ï-7q: 


-+-^v > 


s ) a /•' S r 1 i r' 1 ar* 

: 3‘ H-r~*"3" i+f 3’i-f-r </(t-4-r) 


q'(i-hr)\3 3 
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•+•/»' ‘ q ' 1 1 < 7 ’ ■+■ 3 7 '•■ ■+• ( > ■+• '/ ) 

3q'-*-^<l > r-t-r'(5q‘-i- qq') j 

H y 9*-+- 7 3 9 •+• y 9‘-*-3 ?’) ) 




" (, "—H?+r) \+ 3p ^_ 


r -\-pr -¥-p r -h ip r 
tr> 


I -4-r I -t-r 


■ï<— fl ')» 


’ = , £^- p y-fy (l -f)-ny 

ZP i — q “ “ (i — <;“)* “ “ (i — y*)’ 

11 suit de IA que nous avons 

eu po&aat pour plus de simplicité ; 

5 

<?. = — 3<7 j — a/-9*-4-r*(i— tf) ; 
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Q. = — 3, ? i— y r ?*— r ‘( — 

-r-^ 2 -H 4 7 *+.y 9 '-*- 79 ') 

Q.= — Yl i — 6r l'-*- r '(j 37 '— , 2 7 s ) 

^-r J ^ 27 ‘— — — i 4 ^^- 189 ^ 

— r* ( 4 -+- 6 i/*-+- ioq'-t- 149'-+- la?’) 



-*-r , (6 — \ q ~ &q '~ S?’— 3 V 5 ) 


^ = -T? , -ÿ r ? 6 - Hr ‘0«' _9 * S_ T‘7‘) 

— r, (‘7' - T ? , - + -t' 7 ‘ _h a 4^-‘-4 ? ^) 

-4-r'^3-t-jÿ-H3<7‘ — y T 1 — a 17' — 36 ÿ' — ~ 3 ~V) 

— i J (g -h q -+• 1 o <7’ -+• - j 5 ç’-t- 2 1 ÿ‘-t- 34 ç'-+- y <7') 
■+■ r* ^10 — îq — 12 rf — — qq'—Sq ' — 

10 ****•■ r **) J 


y__ 
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nt 1 . I II* 

W = -y+r+T7ÏTr’ 

x 7 3 7 5 q 3 i-f-r 

y/= _ 

<?/ = — 7 </'— y '•9 1 — '•‘(a î 5 -*- y <7')— '•’ ( 3 ^ J 

a . ar* r'/'o 5 ,\ 1 r 1 

) - 3 ’ 7^7 

5 r* 1 r' 5 r* ar 1 

"'"S'i-t-r 3'(i-*-r)*“ t *3'<7*(i-»-r)" f "</(i-4-r) ’ 

<?,’ = — 39* — ^^— r*( 5 v'-l- 7 < ? i ) + r J Q- 4 ? , — 2 3 ?^ — 79 s ) 

( I lOT^ f* 

3 -+- a 9* -♦- 3 9 S H-y9* -I- j 9' ) •*■ r' — - ( 1 -*- a 9 ) 

+ £ G -*- 2 *-*- I *’-*- 3 ’O + s O 

^ ^ >1 ( 3 ^ t 9 3 ^ ! 9 0 

1 r* 1 r* 8 r 5 
3 ‘l-W 3 ’(i-+-r)* ”*" 3 * 1 -t-r 

OU posé, afin d’éliminer r de ces expressions, il faut observer cjue 
l'on a ; 

r _ a* _ 9* . 

c* — a* — 1 > * 1—9* — /)*9* ’ 
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d'où l'on tire en développant ; 


'Il 1 I‘'f 1 £s! ; 

r‘ 7* 

1— 7 * (.- 7 *)* (‘ — 7*)’ 

r‘ 7‘ , /)’7‘(3-7‘) . 

« (< — 7 ‘>* ’ 

_ 7» . 

(»— 7‘)‘ 

1* q“ 

!•+-»• ‘— 7 * ('—7*)“ 

_ 7* . f>*7’(3-7‘) . 

,+'• («— 7 *)’ ’ 

r 6 7“ 

i-t-/- (t— 7‘)‘ (1— 7 ‘)’ 

(,- 4 -,-p (1— 7*)* 

E11 substituant ces valeurs Tou trouvera 

Q, = R, -t-o.p ' -+■ ; 

y r, 

Q, = R,-t-R,'p' ; 


Qj = /î, -t- Ri p' ; 



. r; 


après avoir fait ; 


R, = — 



R"= 


{<-<TŸ 


/?,= 


î „,_5 _ 2 l ___2 

3 ? 3 'i- 7 * (t- 7 *)* 


«:= 


io 7 1 . 5 g 1 (3 — 7 *) . 

3 •(,- 7 *,*^ 3(i — q'y ’ 


«, = - 37 s - 


i4 
3 ' 



(3 — 57—31-7*) 

3(<-?*)‘ ~ 


. 7‘(* >47*) . 

* 3 ( 7 ±^ ’ 
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n __'A •£_ ?'(— 3 - 4 - 109-4- i.^ 1 ) 

3 ( 1 —<f)' ( • — <l')‘ 


i7 , (io-+-4°'7-+" a 8i , / > — 30 r/ -4-35//') 
3 (i—9')* 


7’ — I V* . y/ — 1 ■ 9* ■ y’» 1 -j» . v" 

• 3i-«7*’ - 3 7 + 3(.— 9')‘ ’ ■ - 3 9 + 3(.-W 




r _ . . r ,_ a ^ /(HO . 

9 (— rt ’ 1 ' 3" i — 9*"*" (.-«/')■ ’ 

5 39' (3-9+9’) 9 < (f+9 + 39 I ) 

* 3 ^' 1 — 9* (1 — 9‘)‘ ** («— 9‘) 3 


ÏV=- 


9'(3+39*— 9’-39'-4-9 5 -4-9‘) 


(>-9*r 


(‘ — 9’)* 


(*- 9 ? 

Donc en désignant par Q { , Q s ; > Q? ce que deviennent les 

valeurs précédentes de Q t , Ç s ; Q t ' , Qî après y avoir remplacé r 

jiar — 2 — . l’on trouvera, en substituant pour 'y, sa valeur, les deux 

équations suivantes ; savoir : 


G -h G' — G " — G " = H, p -4- llp + JI,p' -4- !I t p- -h/Irf ; 
G" — G' -4- G "s — Blp'—Hip' — //,>' — H'q' ; 


où l'on a 
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H i =f+Q i + R:’+R,'— q in, — &Q^f i !' ) . 

_ 9*(a— y(3-5f) 

(*—7*) ('— <7*) s 




‘ 9 ‘ V * ' i—?* (.— 9 ‘V ’ 


//,' =^-Q i '- T,"- T,' -+- 7 ' ( $7 -I- r: ) 

^( a -/)r, _« y( 3 - 5 y) . 

3 (*—?*)' 

Il suit de là, que après avoir remplacé q par y* dans l'expression 
des coefficiens //,, //, etc., l’on aura l'équation 



En substituant cette valeur dans le second membre de l'équation (a33) 
il viendra ; 
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C — (l — b 


,) 


.-//.a 

2 




B (L 
A d& 




i R d'. 




2 A d a * 






~ j a //: -+- //. n; ) 




.1 ® **’• 
6 ' ^ ' du 1 


a 1 //,'//,’ 


_ rf». 

no rfa ' 




— etc. 


*9 
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Mais nous avons 

B 


■7 = 3a ; //,=— g a ! ; //,=—£ a‘ ; 

„ _ ,J a ! (4-+-3a) . a ! (4 — , 7 a ’ + *7®*) . 

*'i — ' On o , . ' 1- o / — “TT » 

3 ( i — a) 3(i — a) 

_ , ^8a‘ — 5a* — i5a’) 

H a a ._V / 

^i5a* — aoa 1 — i5a'— 54 a T ^ 

H 3( i — a)' 

^ôa 1 — a’ — sa' — 3aa s -*-6a T -t- a T ^ 
3(i — a)‘ 


3'( . — a) s ’ 

.3.J. io., («' a '- 5a! ) ( 7 a‘+9-*+5 aa ‘) 

— 3 aH '3 a 3( i — a) 3(i— a)‘ 

^ — 6a 1 -*- 35 a ‘-*- 03 a 5 -*- 36 a 7 -*- i ioa' , -t-5a * ^ 

___ 

( * ii li \ 

igaM-rôa -4-3 i a* — 20 a* -*-20 a* — 18a * — iooa ? I 
3(i— a)‘ 

( 9 11 iJ *4 v 

38a t -*-6a , -+-8a 5 — 6 a * — loe'-Haîa 1 -*- i4a : -*-37a , -t-55a' 1 


f 1 1 a‘- 


3(i -a)' 

■i il *4 \ 

■ i 8 a * -*- ia a 6 — 4» * — i8a’ — 30 a * — 1 1 a* J 
3 (Y —a)* 
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Îï 3 


h := a‘ 


(i — a)‘ ’ 


//' 2 a* 2? a 

"* — -, •> — T- ; 


'3 3 (i — a)’ ’ 

5 5. • ( ,,+ 3,i+, oa‘) 

".*-3*- 5 a+7a*+ g f ;_ a) , 

^7a‘-t-6a’-t-6a^— a‘— 3 a* — 5a'^ 

. 3(i — a)' 

f5a ! -*-3a‘ — a') 

3 ( i — a)* ; 

W = .W-J_Z - «* ■ ( 5a ‘-+9a‘H-» a M-o,a‘ ) 

3 (i— a) 3(i— a )* 

(a a*-t- 4a‘H- 3 a 1 — 8a‘-t-6 a* +■ i3a 5 -t- a . a^ ) 

"** 3(i— a) 1 

(laa’-t-ioa^n a‘-»-3a I -H4a s — 3a^— 4a‘— 7a^ 
3(i— a)‘ 

^4a’— a 1 -t-3a‘-t-a‘ -i-a s — a') 

3(i— a) ! 

Donc en substituant ces valeurs l’on trouvera 
(035) = 

“ O a a a 1 a* a * ’ 

où 1 on b fait pour plus de simplicité : 
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i'=a~‘— i ; 


„_3 a*(a — a) I , 
L ~ à' (i— a)’ 8 ' a ’ 


jr w 7 378(4 — 33-4-8») 3 . 

4 («—a) 2 7 


5 q J ii86i { 38 k 

/," = ao •+■ — a -+- iaa — 77= a — g- a‘-t- a 

ta 3456 3 8 


(ai ■+■ 30 y ») 


(»-ï?K> (Ï-tK> 


( 1 — a) ( 1 — a)* ('—a) 5 

4 530 


Q-fN G~^) . 

('—»)' ('—a) 1 


5o3 '7 a i ‘897 3 , » l5 79 a ! 

1844 1 " 8 ' 3 


54 


-a88 + 


( 1 — a) ( 1 — a)» 


(« — a)' ('— a)' 



Si l'on voulait vérifier les expressions des deux coefliciens L" cl 
il faudra faire attention , que , par la subslilulion immédiate des coefli- 
riens //,, H. , etc. dans l'équation (334), l’°a obtient d'abord; 
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ri „ 5 j 3aai J 4* a? s 

L — a 8 3456 3 6 4 8 0 


( ,0 * 10 a \ 

T a ~*~T a ) 

(>-a) 

( -a*— a’— 5a‘-Kpa l> ) 

. y* 4 o fa ) 

(.-a)* 

3a s -t-^2a’— îaa 5 — -^a'— -a H 

. v •> 9 9 2 / 

_ 

(_ a .+£5 a 5_ i7a)+ | a J M .^ a ,_2 a ?_3L a .) 

(1 — a)' 

0 n ‘-H 

■ ; 

/. ^5 15 ; a 5 ‘ 6 4 5 . ‘7999 J 33 a , 7 0 a . 

'■ 78 .6® + 6 a 54 a8ÎT T a T a 




( 


ib 


(>— a) 

S 

a'-t--a“-+ 


aaS 


|5 J ■ 5 J . 1 10 9„t . 311 a » , 2 ^ a î ■ a3 3„; i49„, 


3 a 


36 


? i4q 3 

a — e a '-; a ) 


(.-a)’ 


(,6a^, 5 ,-fa^^ ai ^a*-Va^aL^£| a V) 


(■—a) 1 


f_^ a ._4^ a !^5aîa^i^a ! -i^ aS _^22aT_2a‘) 

V. 18 ib o 18 3 18 a / 


( 1 — a)» 


Digitized by Google 



saG 


MÉMOIRE SU» LA DISTMÏUTIOB BE l.'ÉLECTRICITÉ ETC. 


/8 S 3 q , Ai J ai 5 . 5 ga | 4^1 5 4 3 7 - 199 « 7 ï 5 

( ~a — 2 a ! _i-a a* — a'+d-g-a’-t-va* Q-a — y - 5 -a* I 

\3 a 6 a g 18 G 1818 ) 

■ (izrsjs 




60 . ï a 5 g . a ~ 85 

--2a* — n+ T - V h — a* — 7T 
a 090 

ï^f 


C 11 


et que l’on transforme ces expressions dans les précédentes, beaucoup 
plus simples, en remplaçant les puissances entières de a par les puis- 
sances du binôme 1— (1— a), et en réunissant les parties ainsi formées. 


§ XXII. 


Appliquons maintenant l’équation (a35) à quelques cas particuliers 
afin de mieux découvrir la marche de la fonction dont le second membre 

oifre le développement. Soit d’abord a— 1 et b — g. Alors, le rapport 
2 = i, 3g664 sera celui des épaisseurs électriques qui s’établit au contact 


des deux sphères, ce qui donne 
trouvera 


B 


a = j.— = 0 , 46555. 


Cela posé , l’on 


£’ = o, 4656o5 ; 

£ £" = 0,0461 441 ; 

b \ 

-Z. n =o, 0134774 ; 


= 0,027778 ; 
^,£'"=0,0319734 ; 
^£' = 0,003467 ; ■ 


d'où l'on tire; c — a — é = (o, 4o3646)a , pour la distance à laquelle 
il faut éloigner les surfaces des deux sphères, suivant la ligne des 
centres , pour que l’intensité électrique soit de nouveau nulle au meme 
point de la plus petite des deux sphères, qui, auparavant, avait été 
mis en contact dvcc la plus grande. Ce résultat est fourni, comme l’on 
voit , par le calcul d’une série dont la convergence, depuis le troisième 


Digitized by Google 


PAR J. PLANA 


terme , est manifeste : et l’on peut regarder la fraction o, 4o365 comme 
exacte à un centième près au moins. 

Si l’on remarepte actuellement, que la formule (ai 8 ) démontre que 
l'on doit avoir c— a — 4 = o, 35c>48 , lorsque a=i et que le rapport 

— devient une quantité infiniment petite , l’on en conclura que la dis- 
tance , dont il est ici question, est plus grande de cinq centièmes environ 
pour deux globes ayant le rapport de leurs rayons exprime par la frac- 
tion finie - 1 . , que pour deux globes dont le même rapport serait exprimé 
par une fraction évanouissante. Au reste, les idées seront mieux fixées 
sur ce point, en observant que si l'on prend a= i et b= l'on a, 
d'après le calcul exposé vers la fin du § X , 


t, 6 a 4 ai .. 

a= - 3 — =o, 34i44 ; 


et par conséquent ; 


Z/e=o,35goo ; 

1 b 

— L"= 0 , oo3oa ; 
a * 

â’ L - 

— L ’= 0 , 0000006 ; 

tr ' 

c — U — 


f'.c résultat met en évidence, que l'accroissement de la distance 
c — 11 — b est très-lent depuis -=o iusiiu’à . 

" « 99 

Dans l’expérience citée an § XX l’on avait , 


b = ±. 


a = 0,459997 . 


D'après cela , nos formules donnent 
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Z/=o, 4744^0 ; g.- =0, o3o3o3 ; 

b* b i 

— //'= o, 003609 ; —,Z/"=o, 026939 ; 

b' b 5 

-Z» = o, 017545 ; ^Z' = o, 020980 . 

Et comme, ici, le sixième terme surpasse le cinquième, il faut regarder 
cette série comme une de celles que Lf.cfndre a nommées demi- 
convergentes y et s’arrêter au cinquième terme j c’est-à-dire prendre 

c — a — £=(0,400913)4 • 

Donc en prenant 4 = 66, l’on aura, en lignes du pouce français, 
c — a — £ = a6 “*■, 46 > tandis que Coulomb trouvait 39 lignes. Mais il 
est au moins permis de douter que celte expérience ait été faite avec 
des moyens capables de rendre inadmissible une différence, en excès, 
de trois lignes environ entre l’observation et la théorie. D’ailleurs , si 
l’on calcule par la formule (301) l’intensité électrique s, qui doit avoir 
lieu à la distance c — a — £=(0,43989)4, où Coulomb voyait le pas- 
sage du négatif au positif, on la trouve positive et égale à la vingtième 
partie de l’intensité moyenne A qui se manifesterait à la surface de la 
plus grande sphère. Ainsi, il est naturel de penser, que cette force était 
trouvée nulle , pareeque , elle échappait par sa petitesse aux moyens 
employés pour la mesurer. De sorte que , on ne saurait tirer de là 
aucun argument contraire à la théorie mathématique de ces phénomènes. 

Pour a =1 et £ = ^ l’on obtient directement à l’aide de l’équa- 
tion (301), 

c — a — £ = (o,36ooo)4 . 

La distance que nous trouvons ainsi a priori , sera donc, pour 4=66 1 ** 
et £ = 33 , ‘ i , de 66.0, 36ooo = 33 ,if -, 76. Et Coulomb, dans un cas fort 
approchant de celui-ci, où il avait a = 66 et £ = a4 l,, ‘, trouvait 
c — 4 — £ = 24 ^ (*)• 


(*} Vo je* page 450 du Volume de l'Académie de* Science* de Parta pour l'année 1787 
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Pour comparer avec plus de précision le résultat de cette expérience 

avec celui de la théorie, j’ai calculé par la formule (201) l'intensité s 

b 4 , i a. 

qui, pour a=i cl — = — , reponu a 


c — a — £ = 0,39 et à c — a — 6 = 0,4° • 

J'ai trouvé , pour la première , l’équation 


s = ja \~( o , 435416)— 0,54357! ; 


et , j>our la seconde , l'équation 


s = ^ ^ ^(o,436o59)— 0,44119 


* Maintenant, si l'on lait ici y = i , a 3435 , l’on obtient ces deux valeurs 

de signe contraire-, savoir z — — ^(o, oi 683 ); z — A (o, 3687 1 ). Ainsi, 
il est manifeste que la véritable valeur de c — a — 4 est comprise entre 
o, 3 g et o, 4 o, et qu’elle se rapproche davantage de o, 3 g : d’après cela 
nous avons fait c — a — 4 = «(o, 3 ga) ; ce qui donne r — a — 4 = aS" 5- , 87 
pour le cas de l’expérience de Coulomb. Mais il faut avouer , que l’on 
n’a pas la certitude , que ces expériences de Coulomb aient été faites avec 
la précision convenable pour être comparées, jusqu’à ce point, aux résultats 
de la théorie. 

Toutefois, je ne puis admettre entièrement les doutes énoncés par 
Poisson dans les pages i 3 et i 4 du préambule de son premier Mé- 
moire, au sujet de l’expérience relative aux deux sphères dont les rayons 
étaient de 66 et 13 lignes. Car, sur ce point, il est essentiel de 
remarquer, que la distance 

c — a — 4 = 66 ^ ^ 3 — = a 3 ‘ i ‘', t 3 

était calculée par Poisson , en supposant infiniment petit le rapport 
- des deux rayons : ce qui est absolument inadmissible dans le cas ac- 
b 2 

luel où -=— . De sorte que, l’argument employé par Poisson en 
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faveur de son résultat perd toute sa force dès que l'on arrête (connue 
il l'a fait) le calcul au seul premier terme de la série. 

Celle expérience de Coulomb étant fort importante sous le rapport 
de la comparaison entre la théorie et l’observation, )’ai senti la nécessité 
de développer au moins les six premiers termes de la série (a35) afin 
d'acquéiir la certitude , que malgré la lenteur de la convergence de la 
série l'on pouvait adopter avec confiance le résultat qu'elle donne dans 
un cas aussi défavorable pour une déduction a priori. Et pour écarter 
tous les doutes, il suffira de dire que la valeur de c — a — b ainsi 
trouvée rend sensiblement nul le second membre de l'équation ( 30 i), 
ainsi que je m’en suis assuré par le calcul. L'on a par là une explica- 
tion complète des motifs qui m’ont déterminé à pousser jusqu’à son 
dernier terme la solution de l'équation (î 33) pour obtenir le résultat 
définitif exprimé par l’équation (a35). Ce résultat (que j’ai eu le soin 
de vérifier plusieurs fois) est étonnant par sa simplicité, si l’on veut 
bien méditer sur l'excessive complication des calculs intermédiaires. Il est, 
à mon avis , d'autant plus remarquable en ce qu’il présente la solution 
d’uu problème qui avait échappé aux recherches profondes de Poisson : 
car il s’exprime ainsi eu parlant de la distance c — a — b dont il est 
ici question : a il parait difficile de déterminer cette distance a priori , 
» lorsque les rayons des deux sphères que l'on sépare sont donnés ». 

La série (a35) donne celte distance, par approximation, même dans 
plusieurs cas où elle devient divergente, pourvu que l’on ait l’attention 
de la terminer là où commence la divergence. C’est de quoi l’on a une 
preuve frappante en l’appliquant au second cas extrême ; c’est-à-dire à 
celui des deux sphères égales. Alors l’on saila priori que, c — a — b — a, 
est l'unique distance où l’intensité électrique puisse être nulle. Or, en 
appliquant ici nos formules générales, il faut prendre a — i , b= i , 

a = ^ ; ce qui donne 

Z.' = yi — 1=0, ^ 3 ao 5 o ; = o, 16666- ; 


£, -§- 875 =°’ 55a83 ' : • 

Donc, en rejetant U* et prenant seulement les trois premiers termes, 
Ton aura 
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33f 


c — a — 6 =o, 7.3 ao 5 — o, 16667— -o, 55283 1 =0, 01216 j 

c’est-à-dire une distance qui n’cst pas très-éloignée de la véritable. 

Au reste Ton comprendra mieux cette remarque par l'application sui- 
vante qui m’est suggérée par une autre expérience effectivement faite par 

g 

Coulomb. Soit a=i , 6 = —: alors l’on a 

B ~, 

-5=1,07219 ; 8 = 0,357397 


De là l’on tire , 

i'=o, 67373 ; g.*=o, I3I2I ; \ £"= o, 3635 g 5 ; 

^Z. m =o, 146886 ; Z' L "~ l .° 54 6 i 

donc en eicluant te terne multiplié par L”, nous aurons 

C — a 6 = 0,67272 — O, 13131 — 0,36359-4-0, i46886=o,33486 . 

Maintenant, pour prouser que cette valeur offre au moins une approxi- 
mation, j’ai calculé par la formule (201) l’intensité z qui répond à 

c = a-4- 6-4-0, 3348=3, 0621 , 

et j’ai trouvé 

b z B 

^ = ^(t.t977 l8 )— 00038 ; 


d’oit l’on tire ^en prenant ^ = 1,07219^ , 


z = -4-^(0,39023) . 

Le signe positif de z nous indique que la distance o, 33486 est 
trop grande pour avoir z = o : mais en la reduisaut à o, 37 , et refai- 
sant ensuite le même calcul, j’ai trouvé l’équation 

^=^(1,38837)— l,4o56t ; 

laquelle donne z = — A (o, o 333 i). Il suit de là que la distance c des 
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deux centres qui rend de nouveau nulle l'intensité électrique est telle 

que l'on a 

c<a+-6-t-(o, 33486 )a ; e>a-4-é-t-(o, 27 )a : 

en prenant la moyenne , I on aurait 

c — a — A=(o, 3 oa 4 >) a • 

De sorte que pour le cas de a=G6 l ’ tÉ et £= 48 “* l’on devrait avoir 
c — a — i = i9 u, -,96, et non c — a — b= la 1 *- comme Coulomb le dit 
dans la page 45 ° citée plus haut. Ici il y a un écart sensible entre la 
théorie et l’observation ; mais il faudrait répéter cette expérience avec 
toutes les précautions qui sont nécessaires pour en assurer l'exactitude, 
avant de vouloir prononcer qu'elle a assez de force pour infirmer une 
théorie solidement assise, et d’ailleurs en harmonie avec d’autres expé- 
riences du même Physicien. 

Ces calculs doivent toujours être exécutés de manière à pouvoir ga- 
rantir l'exactitude du résultat à un centième près au moins. Et a cet 
égard, sur le calcul fait par Poisson pour a=t, c — a — A=^ , 

il faut observer que notre formule (aoi) donne 

1=5(1,234704) — ^(i, 63 G 68 ) ; 

et par conséquent s = — ^(o, 11811) = — 5(0,09036), lorsque l’on 

R 

prend — = i,a543i , qui est le rapport entre les intensités moyennes 
A 

qui s’établit au contact des deux sphères. Poisson trouvait 
z = — 5(0,0704) , 

parreque il n’a pas poussé assez loin le calcul de la série (*). 

A l’aide de l’équation (aoi) j’ai fait un calcul semblable pour « = i , 
1 5 

b — -\ n=i, i = s ; o = t, t=£ , et quelques autres cas oi’i 

l'emploi de l’équation (a 35 ) n’était pas admissible. Je regrette de ne 
pouvoir trouver place dans ce Mémoire pour y consigner les détails des 
calculs que j’ai exécutés sur ce point : l’on y verrait mieux le degré de 
convergence qui répond à chaque cas particulier. Mais voici du moins, 
dans leur ensemble les résultats que j’ai trouvés : 


(•) Vojm page 44 de son second Mémoire. 
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Cette petite table est propre à mettre en évidence la marche de la 
courbe qui aurait - pour abscisse et c — a — b pour ordonnée, depuis 

~=o jusqu’à - = i. Elle suffit même pour faire connaître pour toute 


valeur donnée de - la valeur approchée de c — a — b. Et si l’on voulait 

un plus grand degré d'approximation l’on y parviendrait à l'aide de 
l’équation (aoi), en essayant deux valeurs de c capables de donner 

pour deux valeurs fort petites et de signe contraire, afin de pouvoir 


prendre ensuite la valeur moyenne. S’il s’agissait d'expériences d’une extrême 
délicatesse, ce serait le cas d’employer la méthode des approximations 
successives de Newton pour obtenir le degré de précision qui serait 
exigé pour une comparaison lout-à-feit exacte entre la valeur théorique 
et la valeur observée de c — a — b. 

Relativement aux valeurs de c — a — b , correspondantes à des va- 


leurs de j comprises entre -=0,9 et t=i , leur calcul devient plus 

pénible: mais si l'on se contente d'une première approximation, on 
pourra les calculer par la formule fort simple, 


p — a — A = o, ao 5 — ^ - — o, 8^0, 20 — — o, — °> 9^8, a 5 , 


que l’on obtient , à la manière ordinaire, par la considération d’un arc 
parabolique. 

En général , lorsque la distance c — a — b devient fort petite , et 
même évanouissante , les développemens précédeus deviennent illusoires. 
Alors, l'on ne saurait calculer les épaisseurs électriques j cl s à l’aide 
des formules (ig 5 ) et (196) sans les transformer convenablement. Pour 
opérer cette importante transformation il est d’abord nécessaire d’avoir , 
sous forme finie, les expressions de et î; et c’est à quoi l'on parvient 
par l'analyse que je vais exposer dans le § suivant. 
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§ XXIII. 


l’our sommer les suites infinies que l'on voit dans le second membre 
de l'équation (178), il faut d’abord remarquer que nous avons rette 
formule générale ; 


(a 3 ti) 


1 1 1 f </tsin (/ bog.^i) 

Log p~ I e”‘— 1 


Pour la démontrer, je reprends l'équation 


ni 


(nnY-b{nty 


a nt 


trouvée dons le § VIII , et j’observe que l'on a 


ni 


(nn )*-+-{ jt «)' 


<X 

f = k’- 


’».sin (ntx) 


et par conséquent 


x. r — rr 

, (nn) 


f, 

+ -(*0 J 


tljrsittfaljr).T e . 


Mais , 



donc en remplaçant/' par a y (ce qui ne change pas les limites) nous 
aurons 

CD 

- nt f <//sin(a*t</) 

, ' (nn)‘-b(nt)‘ ~ 3 J e ™y _ , ’ 

O 

ce qui revient à dire que I on a 
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■J 


rfysin(art<j ) _ i 
i a 


I I 

r • 


Maintenant, si l’on fait e I "'=ya, l’on aura l’équation (a 36 ) après avoir 
remplacé y par t sous le signe intégral. 

L’application immédiate de la formule (a 3 G) suppose que la quan- 
tité p est positive, afin d’éviter les quantités imaginaires. L’inspection 

de l’équation (174) suffit pour démoutrer que y = - est toujours une 

quantité positive: mais le coefficient // pouvant être positif ou négatif, 
il semble , au premier coup d’oeil , que les deux cas que présente la 
somme 

2 f 

. 1— ffy“ ’ 

ne puissent pas être compris dans une seule et même formule. Cepeu- 
dant, si l’on observe que l’on a 


= T ffif* -4- H * y 5 * *4» H 1 r" -+■ cU - y 

et par conséquent 


* .j» 


• I fl '/ O « c 

l’on en conclura que 

; r _ « . a , h* 

** • »! i ” 4 “ etc» j 

• I— Uf 1—1 I — y* I— y* 

ce qui revient à dire que l’on a 

• y» * //• 

< a3 7> lT=7Tr=ï-7=ÿ^- 


Donc, par la combinaison des formules (a 36 ) et (337) nous avons 
l’équation 
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z-.zri' 

3 • 


33- 


H * 


Log. y ' 


it.7. II “sin | ( an-t- i )/Log.y | 


Or il est facile de voir que l’on a 

7. //" = i cto. = 


; = r 

. an -*-' j 


\—H ' 
tlt( i •+-//<’ H'i'-t- etc. ) 




?.. //"sin | ( jn+ i )(£ j =cos((î).7//“siu( onlS) 

» 

-4- sin (*o ). 7. f/ m cas (2 nt à) ; 


après avoir fait, pour plus de simplicité, et conformément aux déno- 
minations du § XVIII , 

< a38 > î=Lo 6 '» ,=Lo 8 Îir^l • 

Donc, en appliquant ici les (leur formules generales 



» 

^ - 

t — qcosz 

\*** # y t * * • 

o ’ ’ r ' " ' 1 1 

i — îi/cosy-i-t)' 


fl* 

ÿsin? 


« 7 T 1 

: — a^coso-4-9* 

l'on aura ; 




3i 
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n 3 fl 


L.f -1 

» I //■)'" 3 « // & J I 


dt 

77 ? 


J dt sin(<fl)-t-//sin(<i) 

e 1 ”' i | t — 3//cos(3t£)-t-//‘ f ’ 


ou bien 
(3 


, , ? ï* _« . i r «/* 

4,> ". i— #7** — 5’ i — // Sj ,—Ht' 


</isin(«d ) 


r </£* 

— a ( i -*-//) / ^»r_ 1 , .j/fco s( a ,3)+ir'j 

O 

Celle expression deviendra un peu plus simple en l’écrivant ainsi; 

. , . ï y* > • . f dt 

(a4a)... 2 a • , _/y d |,_ J 


dt 
■ Ht' 


— a( i -♦-//) 


P £/fsiu(fd) 


//)‘-+-4//sin‘(U)J 


En appliquant nette formule à l'équation (178) et remorquant «pie l'on a; 


.-//= 


! — // 


, fer — a')(c — ax) 


a j — ex ' a(c— ax — a‘x) * 

a-t-a'-t-a(a — ex) 


// = 


ri -+- a — CX 


i-t -H 


, (o-t-a'Jlc — ax) — 3 b‘ x 
u(c — ax — u x) 
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I on trouvera , 

(^43) 


flx)=-.-—-. 8b 

i a a a(c — ni) 


h (a — a 




0 f dt 

J (a -y- a — ex) — (<a — -a' — 


ci)l* 




ai 


a h 


£) f dt 

J (c — ax — alx) — (c — ax — ax)y‘i‘ 

O 

* 

I / dt si 

“ 7 (e ”«_ l ) | ( ï — // 4 // sin* (/ * ) j 


(a— y)£(a-f-cr'-+- îiï— aci) 
(a-t-ot — t'x)‘ 


f/tsin ( td ) 


( a — a')£(c — " *) ( a "+' a ) — 3 /'ïj 

(Itsm(tà) 

(c — ax — a'x)‘ 




J 81 

aa 


Maintenant, si l'on fait pour un moment 

X t =(a-*-a — cr)(a + «' — ex) ; 

X u =(c—ax — ax)(c—ax — z'x) , 

l'on aura 

(a-t-a — ex )*. | ( i — TV )* 4 //^ stn*(<<5') | =(* — a'}‘-t-4.ï' i sin‘(ri) ; 
( c — ax — a'x)* | ( i — //')'-*- 4 /f'sm‘(<9) j 
(a — «’)*( c — ax)*-t-4i*^„sm*(i») 


Eu faisant le produit des deux facteurs qui donnent les valeurs de 
.ï et X ti , l’on trouvera que, en vertu des équations 
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aa'= 4 * ; «+a '=k — a ; ak = c ‘ — b', 

l'on a 


(a44) A',=Jr il = c‘— . 


Donc en posant X,=X tt ss m , 

Y t ' =(a — «') [a-t-cé-t- 3a — îcx] , 

Y " = ( a — j')[(i+«')(c-iix) — aé’x] ; 


cl sc rappelant que ya=6 , l’on aura pour f(x) l'expression suivante ; 
savoir 


(a 45 ) 



h 

a 


» gb 

a ' a{c — ax) 


1 

h (a — </) r dt 

ai J (a-t-a — tx)- -(a-f- x — cx)C 
* 

I 

, gy(«— a ') r àt 

ai I (c — ax — a'x) — (c — ax— ax)yV 



dlsin(ti) 


— i) (a — a'}*-t-4nisiii*(sî)| 




dlsin(ti)) 

x'y (c — a x 4 b'm sin* (t i) j 


n 


En exécutant les deux premières intégrations indiquées, l’on trou- 
verait que cette formule s’accorde avec celle que l’on voit dans la page 70 
du second Mémoire de Poisson. Au reste, cela devient manifeste en 
observant que ces deux intégrales définies peuvent être évaluées dans 
tous les cas par la double formule 
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a.{i 


(ï46) 

O 

‘wîi L ° e (vb=fà) = F= 




.V —pi I 


Sur cela il importe d’observer, que la valeur de x étant toujours com- 
prise entre - 4-1 et — 1 , les deux quantités (o-4-« — ex), ( c — ax — a') 
seront toujours positives. En effet , nous avons et 


(347) ••• c'=b'-+- fl k = (a-4-»)ri — o>* ) : 
ce qui exige que l’on ait 

c<a-4-a ; e>a-+-cr' . 


Comme nous supposons c>a-4-é, et par conséquent 
e*— a* — é‘>3ai , 

il résulte de l’équation ( 174 ) q»e la quantité ‘/ = ~ est toujours in- 
férieure ci l’unité J ce qui rend Log.y = d un nombre nêgnli/'. 

Cela prouve aussi, que la quantité m — X l sera positive depuis ,r=n 

„ a-4-a' c .... 1 • « ■+■ « - 

jusqu a x — = — j — ; et negatwe ctejnns x— jusqu a 


-r = 1 . 

Pour avoir l’expression de F(x) il suffit de faire, dans le second 
membre de l’équation (a45) , la permutation démontrée dons le § \ I. 
On obtiendra , en posant 


(=>48) 




= c* g- (<?’ -t-b‘ — «‘ ) -t- r‘ -r* ; 

X' =1 a (a-4-st') -4- ib' — -ibex ; 
A' ll '=(«-+-a')(c — bx) — a nbx ; 
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(249) 




ha 


a' b 2 ' b(c — il) 
dt 


T* d f Ç 

b S^ a a ^ j (b‘-t-aa — b ex) — (A‘-t-a'a — bcx)t' 

O 

I 

^h/tf(a — «') f dt 

') (bc — b'x — a’ax) — ( bc — b'x — stax) 7‘e 


b 3 


-î| , 

J (•"*-.)[ <.*(«-«')*- 


■ 4 m'b'tüa'.ti J 


2 ha 


f* dts\n.l3 

[a—J)X % ; I = 


éx)’-4- 4 m'i'iin’.ljj 


En décomposant les deux derniers termes des expressions de f (x) 
et F(x) que nous venons de trouver de manière que les diviseurs 
en x soient du premier degré seulement, et faisant ensuite pour plus 
de simplicité; 


N* ; 

V =N'(i-t')+(i- 4 -t‘)yj ; 

LT =A r ' ( I —y* <*) — (! -t- yV)jnv ; 
a £/"=A T -+-2i‘iV , sin\dt ; 

7’ = (A r -+-4c*é’sin*.a/)| i ; 
air=c'M/r—a'WU" ; 
fr"=(N+la'b t %\u'.it) C ^T -, 
n‘={tr'-*-a u*)(tr' —a u") -, 


W=c' — a‘-+-6‘ ; 

F =)r(i— «*)-4-(n-t*)Vlv ; 

F =F(i— y***)— (1+7’OV A; 

bW' — K -4- aa’jÿ'sin’.dt ; 

T=(A r H-4c*u , sin , .a<)p ; 
bïï=c'M t T — b'N'ïr’ ; 
W’*==(iV-+-4' l *^’ s ' n *'^0^ï r > 
R‘=:{W'+bir)(W‘— biF) ; 
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l’on trouvera qu’en écrivant, comme précédemment; 


l’on a ; 


/(•*)==*/ ( x > «>*> c )-t-S/.(*> a,l>,c) , 

F ( x )=e/M> b , a > c)-*- r ‘f.(*> b , a > c ) , 


(a5o) f(x,a,b, c) = — f— — , — 

' y,v ’ ’ ’ ' aa uS J U— aac(i— »‘}j 

O 

^vz. ç ^ 

a J ( e ™‘ — •) (A'sin i 1 ■+■ y y .y — i . cosd/ — ïacx.stnit) 

O 

_ Kl fl dt 

a ,1 1**" — i)(JV'sm3t — y .V .y — i . cosôf — 3acx.sinit ) 


(*5i) ■ /.[J , a, b, c)= — — . h J . f 

3a c — ax ai J aac(i — •/ l ) — l 


^byy.y—, r* < tv — TR.yzr^dt.ànit 
ac J(e" , -i)H(aC/"-h/{.y~, — rT.x) 

ù 

AJ/3F.y^7 r* { />'-+- v/{.y-“) ( //.sin3? 

ac ‘ J(e' r '—,)H(aU"—Il.y^.,—cT.x ) ’ 

t 

(a5a) ... f (x, b, a, c) = -4 — — jZ . f 

J» bu J fl — 3bc ( I — f)l 

O 

_ŸN f ,U 

b J (e”' — i)(Ws,nil+yx.y-,.c 0 sSi — sbcx.sinit) 

O 

_K5 f <u 

b J («”' — i)(iVsinâ/ — y’Â'.y— T.cosJt — aAcx.sind/) ’ 
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a t a y ŸS f dt 

(a53).. ■/>{*, b, a, ^——J^'c—bx^ 65 'J aic(i — y* t‘) — V's 


a y > y^j r (W— Pi'R.y^\)iit.am3t 
oc ’J (e K, — i)n(biT"-i-tt.y—i—cTx) 


a yîv.y— i r (iv - 4- A'n.y^ri )t/<.sin 

bc J (<•“'_ i)Ti(bTr — — 


CTi )dt.s\nit 

cTx) 


Maintenant, si l'on fait x=o , l’on trouvera, après avoir fait dis- 
paraître les quantités imaginaires ; 


<a56) 


_ i Cdt 

i a a à \ Ü 


a N'.yn r 

étsiu.ii 

a J (<•«<_ 
0 

I ) ( iV- 4 - 4 nV'sin*. 9 1 ) ’ 

b 7 yjv r 

dt 

aac ca*iî I i 

-F 

a bM,\H C 

dt.imit 

ac J(e”'- 
0 

-i)(yV-h4a‘i* siu“. 9/) 

r lyn ç dt 

~ ib b% J (/ 

O 


a» 

f 

dt.ündt 
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(a3 '> /.<*,•, + r=7? 


-tf.v» f * 

4 c |( e >=‘_, 


dt.sindt 


) ( iY-t- 4 a*4* sin‘. Jt ) 


Cela pose, si l'on applique au\ différons termes îles équations (aôo), 
(u5t), (ï5a) et (a53) la fonuule (tao) pour passer des équations (a-jà) 
et (a4o) 4 celles qui déterminent les épaisseurs y et z , l’on trouvera , 
qu'en faisant 

r'^V'sindt-t-Klv.K^T-costfr , 


T " — 4«‘c‘ sin'ét 


( T" — 4/tcsin 9t . 7’’ cos S -4- 4a’c*sin\5t ) l 


5 =G-t-//.y- 


Ur.-ïTR.y=i | }(«f/''-4-fl.K-.)‘-c , r[ 

r f ! /if . f tt w— . 

■ — ^rt— G - 4 -// K— > , 

[ (aC/"-t-/f . y_l )’— 2 c 7’(a U”-*- R . V—, ) cos S -4-c* 7” j 1 

Cf— 4«V(t— t*)* 


-je 

— 4 acU(i — {^)cos0*^4 a *c*( 

J J 7 

« <•)*{■ 

' = _V- 

4« , C(t— y*f)*— C/“ 


1 4 «*’ 

■c*(i — y't*)* — §acU'( \ — y *<* 

)cos5-4-t/'*|‘ 


ÎT» — 46*c»(i — <*)* 



— 44cF(t — <‘)eosS l -4-44*c‘(i 



44‘c’(i —ffy — Tÿl 



; 1 > 

4 b‘c ‘ ( 1 — y *i*)* — 44c(t — y’f jp'cosî,-»- r> 1 
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. . iaD.jr = Af(b, a, c) — B/,(a, b, c) 


J 4M h > a > c ) b , c ) | b(c'—a‘) 

(c* — Rac.cosS-t-a*) 5 

00 

-4 .YV \m b , «» *)-■»/.(•. b, c) j J 

O 

i i Cjt.H'sûai 

-4- 4*. YH J Af , (*, a, c)—BJ ; (a, b, c) j J 

0 

1 

| Af\b, a, c)-B/,(a, b, c) j jrUt 

O 

1 

a , c)-Bl (a, b, c)j T" Ht ; 

O 

.. zb D z = Bf v (a, b, c) — Af(b,a,c ) 

! Bf % (a, b, c) — Af(b, a, c) j a(c*— A>) 

■+■ h 

(c* — ibc . cos0,-4-£*)P 

• «c 

— 4 VTv | /?/(«, b, c)—AJ ; (b, a, c) l j^r~ 

O 

■+■ 4 « • yn b, c) — A/, (b, a, c) J j 

O 

I 

- ip j B f (a, b, c) — Af,(h, a, c) j J T" H I 


^tpL )/?/,(«, b, c) — Af, (b, a, c)jf T’ Ht 
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où U signification de la lettre D est conforme à l'équation (190), et 
les lettres G , TT' désignent ce que deviennent G et H 1 par la per- 
mutation des deux lettres a et b cntr’elles , après avoir écrit 0 t au 
lieu de 0. 

Relativement aux trois intégrales 

1 1 1 

r dt ç dt r lit 

)v> Jt> Jt=ï7‘> 

o o u 

il faudra se rappeler que l’on a 

I 

<-®“> /#= 

O 

_ ïôc l, ' ) * | = ~~&Tc L ° S ’ j — (.{ 1 

jr- 

* t ( VlV ) 1 1 ((c — b )‘ — «*( 

Wc ° 8 ’ — 86c ’ 

a 

(a<>3) a y f 

J ' — t l 

O 

I) 

et surtout observer, dès ce moment, que chacune d’elles est susceptible 
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croître indéfiniment à mesure que la distance c— a — b, qui sépare 
les surfaces des deux sphères, devient plus petite. Cette circonstance 
exige un examen spécial, soit du numérateur, soit du dénominateur 
commun D , qui entre dans l’expression de y et de s, pour voir, si, 
effectivement, les intensités peuvent devenir infinies par le rapproche- 
ment graduel des deux sphères électrisées. Il suffit d’avoir, ici, indiquée 
l’existence de ce cas singulier qui sera analysé ci-après. 

Je ferai en outre remarquer qu’en posant , pour plus de simplicité, 


■ » 

!i r (6,«,*,5) = -ilp.J T" itt — 4 y-?, j* ; 

O O 

n.(* , *. •)— Vt-f ; 

O O 

O O 

1 ce 

r, , , 4vV> r,„. f dt.JTsm -à t 

= iVl + 4Vi».J— ï-ry-; 

\ ® o 

l’on aura ; 

(:i63) .. iaD.y=Af\b, a, c)—Bf>(a, b, c) 

| Ab.f,(b,a, c)—Bbf,(a, b, c) j (c‘— «■) 

_l j 

(r 1 — 3 «c. cos 9 •+- o’ ) l 


«» c )- n .( A > a, c . Q)+Abf t (b , a, c) H,(A, o, c, 9) 
— «/,(«, A, c).ll, (A, a, c,6)—Bbf,(a, b, c).n,(A, a, c, 5); 


I 
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(a64) .. 2 bD.z=B/,(a, b, c)~J/,{b, a, c ) 

| | B «/. K b, c) — Aaf\a, b, c) j ( c—b *) 
(c‘ — aic.cosS -t-b'f 


a 19 


•*-Bf,(a, b, c).n,(<7, b, c, b, c). 11,(0, b, c, 0) 

— 4f,(b, a, c).n,(o, b, c, Q) — Aaf\b, a, c).n,(a, b,c,0). 


Maintenant |>ar le seul rapprochement tic ces équations avec celles 
désignées par (ig5)ct(ig6) l'on voit aussitôt que, en ayant égard aux 
équations (a84) qui seront définies ci-après, l’on a; 


<a65)... 2.- 




j p ‘ — 2 cos I-t-o VdA‘ 1 ‘ 


= n.(i, a, c, 6) , 


(266) ... Z.- 


(aby | c x Mi — a x p.\~ t J 


1 | c x M * —3 a cos 0 «+-a* | * 


= II, (A, c,$) ; 


et deux autres équations semblables que l’on obtient par la permutation 
des deux lettres a , b dans les deux membres de ces deux dernières 
équations. 

Telles sont les formules générales qui expriment, sous forme réelle 
et finie , l'intensité électrique à la surface des deux sphères. Elles de- 
viennent illusoires, lorsque l’on y fait c=u-4-£> et par conséquent £=:o. 
Mais ce cas particulier, qui est celui du Contact des deux sphères, doit 
être traité à part, ainsi que nous l'avons fait: nutrement, il faut entre- 
prendre plusieurs transformations, qui, à certains égards, augmentent 
la difficulté de la question. 

Analytiquement parlant , ces formules sont très-remarquables par la 
symétrie de leur forme , et même par leur simplicité : ce qui est une 
propriété fort éloignée des idées de Poisson sur ce résultat. Il n'a pas 
entrepris de pousser jusqu’à son dernier terme la solution de ce pro- 
blème , et laissa intacte la difficulté que présentait l'exécution d’un calcul, 
qui lui paraissait devoir conduire à des expressions très-compliquées. 
Certes en énonçant cette pensée, dans la page 79 de son second Mé- 
moire, il ne prévoyait pas que la complication existait seulement dans 
les expressions intermédiaires et non dans le résultat final. 


4 


— -v 
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§ XXIV. 


Les formules du précédent paragraphe se simplifient considérablement, 
lorsqu'on les applique à l'un ou à l’autre des quatre points placés sur la 


ligue des centres. Alors l’on a cos 5 = 

; cos S. s=±i; ce qui donne 

T „ — t/:fca«c(l— f) 

T „_ P:fcaAc(i— f) 

[£/^aac(i — t*)j ’ 

[B 5 : aie (t — <*)| 

T n, *ac(i—t't')zSzU‘ 

aic(i — y'/’J^rïT 


y.l », I ' I 1 I— ^ . T' — / 1 I— ■- 

[j«c( i — ’ [aèc(i — -/‘«‘Jifcr'j' 

^ lr — (A''i:aac)sind<-t-jriv .y^î.cosdï 

' - 1 - ' |(A I ^aac)siuô<-t-jnv.V-l.cosat|‘ ; 


G .u. v -_ {ir-FR.V=i)(aU"±:cT+Jt.V-,) . 

Maintenant, si l’on observe, que la valeur de N peut être mise sons 
la forme 


(aC 7 ) A=[(c-a)*-A'][( C -*-«)‘-A*] , 

l’on trouvera que à l'aide de ces deux dernières équations l’on obtient. 


( a %) 


'■“> ’ 

O 

t f sinJ<.(A'-t-A'"'sin‘.d<)(/< i Çdt Q.smSt 
f 75 ') ( e «'_ , )(A''^4«csiu*.J<)‘ ~K r ‘ J e”'_t 

O O 

J dt. f/'siudt i /V£Ç)'.siii«î/ 

/<(e a *‘ — i ) âl’ J e^—i 

O O 

QB 

f sin S t ( N K * ,u 4 o* b* K 1 * sin*. St) de 
J (e 7Xt — i) ( K' z£/\acb'sii\'.iït )* 7 
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après avoir substitue pour T, FV, 
abréger , 

K =N(N'+6ac) ; 

X' =(c^za)‘ — b * ; 
Â'"=(c±a)’ — b' ; 
K'"=K"K ,t —K ; 

Â'"=j(f5:o)(c±fl)‘ ; 


etc. leurs valeurs , cl fait , pour 

K’—{c + a)'K" ; 

, .K" 

K =(c=^a) — , ; 

K’" = K'K" ; 

_ , 3 K" A'" . 

A -j^n jçr » 

A" = ; 

a 


Si l’on remplace G et IV par G et JT , il suffira d’échanger entr’ellcs 
les deux lettres a et b. 

Conformement à ces dénominations, Ton a 


J J )(A'-»-K7v)-(A-'-yA)tr ’ 

O O 

■_ ^ f |(A- ,, -yiv)— /■(A"- ) - ka)<‘| dt 

J J l(A'-KÂ)— y*(Jï'-HTW)<T ’ 


pourvu que l’on ait l'attention de se rappeler que, dans cette dernière 
équation, ainsi que dans la précédente, le signe ambigu rjb ne com- 
porte que deux combinaisons que l’on forme en prenant toujours , soit 
en dehors soit en dedans du signe intégral le signe su/)érieur y pour 
cosC=:-4-i, et le signe inférieur , pour co$0=— t. 

En évaluant res intégrales définies par les formules 


i i 

J ~ V’ip—'ï) v fl 


dx 


p-qx 


J x'dx i i Ç dx 

(p — qx')‘~ iq(p — q)~ ïqj p—qx ' ’ 
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l’on trouve 


f T "d C = K '~ K " 

I a(A'*— N) ’ 

O 

J (T"-iV) |A '(« -/)-(, -H/)V A I » 

en observant que l'équation identique , À' f À'" — A T =o, fait disparaître, 
sans exécuter l’intégration, le terme qui serait alfecté du signe intégral 

a > 

dans chacune de ces expressions. Et comme /*= — , il est facile de 

voir que, en ayant égard aux équations (174) et (175), l’on a ce ré- 
sultat fort simple , savoir 

O 

J 4 «A (CIP//) 

o 

D’après l’équation y=~, et l’équation (a 38 ) I on peut écrire 

1 * . 

, ) . . . , Vis f T'"<tl = - b V* = . iPP 

^ ' | a(c=p:<i)À'' a(cqpa) y ’JC 

O 

Maintenant, si l’on décompose les fractions Q et Q ', dont la défi* 
nition est donnée par les équations (268) et (269}, on trouvera, après 
les réductions qui sc présentent ; 

Qt> 

( a 7 2 ) ... = — K' K". 11/(6, e )+iK”K'‘.n"(b,,,,c) ; 

O 

« 

( a ? 3 ) f = K” n.' (b, a, c) - *•“ . n ;\b, a, c) -, 
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a53 


oit l'on a fait ; 


(*74) 


CD 

ni il \ f rUsiait 

. ( ’ *’ c ) —J (>«_ ,)(rç4«ejm , .Jl) ! 

O 

00 

. f dtsindt 

' ( ’ a,C )—j )(JC"5ï4acïm‘.»/)* ; 

O 

00 

n ,,, . f dlsinfo , 

*' ’ a,c) —J (K"(c+a)' + 4ac/>'s\n'.it) ; 




f/lsindl 


)(jï' r (c^:«)*^:4 a c6'sin‘,3/y 


Il suit de là et des formules (q 65) et (266) que l’on a ces deui 
équations ; savoir 

7 ■" * \M,+.+a{â^ïWX t 'T. Lo5 ( :v, - | -]p ) 

-^4K' , |/^n.'(6, a, c)-ZK'K”Y%n:(b, a, c) ; 

? («4r‘|(c*«)jMldt«i , Mi_ I | _ ■< V *" 

+ 4(^«)^'|/^"n\(*, B)C )-8( C = a)(c- 0 )*A'A'y j'',n,".(6 ) «, . ) . 


Cela posé il est clair que les formules générales f a 58) et (209) se 
réduisent dans le cas particulier dont il est ici question A celles-ci : où 
les lettres F, K”, TT*, K*, surmontées d’un trait horizontal, désignent 
ce que deviennent K', K”, AT”, À’" , après la permutation des deux 
lettres a et b ; savoir 

:t:i 
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( a 77)- • • 3 « D.y— j ///(£, a, c) — Bf t (a, b, c) j 
+ j Af^b, a, c)-Bf, (a, b, c) J 

j ^f(b, », c)-n/.(< i, &, c)j - 4 ^ A " n/(i, a , c) 

- j JM*,*, c)-B/.(a, b, JH^VÜn.^è, c) 

■+■ |^/.(* > a,c)-Bf(a,b,c) | 4 bK''.\Tÿn: (b,a, c) 

- j Af,(b, a, c)-B/(a,b,c) j 4bK"K‘'.)TSn: l (b, a, c) ; 

( 378 ). . ,2bD.-.= j^(«, b, c) — j4f,(b, a, c)j 

H- j VA», b, c)-Af.(b, », *)j 

H- j /?/(„, i, c) - a, c) j '^ypl II, '(a, 8, C) 

- j B/, {a, b, c) — Af,(b,a, c) | 8 *'*^*" II," (a, b,c) 

-t- | Bf , (a , A, c)-A/(b, a, c)| 4« A^KTvn',*», A, c) 

- jfi/,(», b, c)—A/ t (b, a, c)l 4“Â 7 , Â T ' .yïvn."(a> b , c) . 
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En divisant ces équations par a D , l’on aura les valeurs de ajr 
ci b z. Mais, pour présenter ce résultat d’une manière plus explicite, 
il faudra se rappeler que, conformément aux équations (igo), (a54), 
(a55), (a56), (257), (a6o), (aCt), (aGa), si l'on fait 


Çf> 


illsmSl 


(279) .... 


i)(A a'c'siu'.dt) * 

O 

t 

, C dtsmdt 

n,” (b, a, c)—l ; 

V ; J (e”‘— i){A'-t-4a’i-sin*.d<) 

O 

<»«•>- t,(a,6,c) =. +M; Log. - 4 »'V*- n/>, b, c) ; 

(a8<)...^(i > a,c)= I +^Lo S .[jg|^5]-4Â’VTv.n,"(i,n,c) ; 

(a8ï)...f.( a ,é,e)=.+ÆLo 6 .J^=g^]_45f 1 Kî? n. m (é, «, c) ; 

(aSî) a > c ) — -p { lM°> c ) j* » 

l’on a les équations; 


/.(“> b > C ) = —J‘M> <>, c) i /.(«. b > c) = — b , c) i 


/<*. a, c) = ^.(b,a,c) ; /.(a, i, c)=— é, c) 

lesquelles donnent; 

JA», b, c) _bf 1 (a, b, c) . 

1 D TP ‘ 

\ fA b > «» c ) _ “f,( 

I zl) ~ 

(a84) 


)/(*>« T O 

_«+,(*> «» <?) 

1 a/J 

ô 7 

1 /.{a, b, c) 


I zl) ~ 

’ 

[ f,( b, a, c) 
\ e> n 

«* . t 
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Snr cela , il im]>orte île faire observer que les fonctions f t (a, b, c), 
f,(a,b,c) qui entrent dans les formules précédentes, ne sont pas ab- 
solument identiques avec celles, qui, dans le § XVIII, ont été employées 
pour établir les équations ( 1 8g). Mais, par le rapprochement des équa- 
tions (ig 5 ), (196), (a 63 ), ( aG.|) , et des équations (207), (384), il est 
clair que l’on a 


(a 85 ) 


i.( a >b,c) = 1 




Pl 


<P,{b, a, c) = 


(ttb)‘+‘ 


« 

♦.(«* b, c) = Z 


(ab V 

M, 


De sorte que les suites infinies qui composent 1 e second membre de 
ces équations sont, par cette transformation, sommées par des inté- 
grales définies. 

Quoique les formules que nous venons de trouver soient ainsi ré- 
duites autant que possible , lorsque l’on veut conserver la généralité à 
l’égard de la distance qui sépare les deux sphères , il est absolument 
nécessaire de les développer d’une manière spéciale pour mettre en 
évidence les lois remarquables que présente l’état électrique de deux 
sphères conductrices isolées dans leur rapprochement indéfini , et leur 
écartemeul après le contact. Tel est le but du Chapitre suivant. 
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CHAPITRE QUATRIEME 

LOIS DE LA DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ 
A LA SURFACE DE DEUX SPHÈRES CONDUCTRICES 

SEPAREES PAR LT* PETIT INTERVALLE 

§ XXV. 

La première remarque que l'on doit faire pour traiter celle question 
en modifiant convenablement les formules générales consiste en cela, que 
la quantité i sera d’autant plus petite, que les deux sphères seront plus 
rapprochées. Car, en faisant c=za- 4-A-4-A dans l’cqualion (a 38 ) l'on 
obtient pour 3 une série ordonnée suivant les puissances de A , de la- 
quelle , en retenant seulement le premier terme , il viendra 

(-86) d=_|/ . 

De sorte que, pour examiner de plus près le cas particulier où les deux 
sphères sont fort rapprochées, il est d’abord nécessaire de développer 
suivant les puissances de 3 , les équations (280), (281), (282), et (283), 
afin de pouvoir ensuite composer les expressions des épaisseurs élec- 
triques jr et z. 

Pour cela je commence par observer que les équations a—-, oè=— =6y, 

ï * 

trouvées dans le § XVTI , donnent a — a' = 6 (y~' — y) : et comme l’on a 
par les séries, en vertu de l’équation (a 38 ) ; 

y ~ • = 1 — ^é'-+-etc. , 

v = 1 + }+ J -*-etc. , 

' 2 2.3 

il est clair que l’équation a(a — of)=Y~i ï, donne 


a 58 
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(287) yiv=— a <,iJ(n-3>n) , 

en posant 


n =: » -f 


2.3 3. 3. 4. 5 


-t-ctc. 


Pour développer de même la valeur de c , j’observe que l’équa- 
tion (247) donne 

c' = (a-+-by)(a-$-by-')=(a-4-by-*-ab{y — a-+-y“’) ; 
d'où l’on tire 


(288) ... fa(sé.i)’ + rir(, + ^ 3 -^+ ^y .. :i .t.Hc.) 


a b 
c % ' 


a b 

'(â+Ef 


(a + b) 1 


T d’-t-etc. 


Donc, en prenant la racine carrée et ordonnant suivant les puissances 
de 3‘ nous aurons une série de cette forme 


où l'on a 

j 1 1 ab 

A(, ’~Ti~4'(a-*-by ’ 

j 1 t ab . 1 a‘b‘ 

A ' a ~ 3<m — ^4'(a-t-6) , ' , ‘8 (a-+-6)‘ ’ 

. 1 i ab 1 a K b* 5 a l b l 

A;JI ~ 3 . 4. 5 . 6. 7 . 8 ~ 3 aô ' (a-f- b)' H " 3 â ' (a b )* ~ 84 ' (a -t- h )•' ’ 
etc. 


Mais y pour plus de simplicité , nous ferons 


ce qui donne 


(>89) 


Il's= 1 •+-^ t ,) 5 ‘-+-v/ ( ,,(d‘)-t-etc. , 


c=a-t-i-f 


aa-rrr 

2 (a~t-b) 
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Maintenant, si l’on considère que dans le second membre de l'équa- 

VTc' K" 

lion (277) il y a des termes multipliés par ^ j ÿj j > et 'l ue P ar 

les séries que nous venons de trouver l’on a ; d'abord 


et ensuite 


y A” b' — a ' — c’ + jsc 

a. yT' 2aé*‘(n-na*) ’ 


(389} 


V* 7 ’ _ 

tyT ’~ 


(a-t-b) [t :£ 1] (' "** ia® * + ' ctc ') ail’ 

fca’ln-na’) 3(i4-na‘) "*■ a(a-4-A)(i-+-na 1 ') ’ 


l'on eu conclura, que le cas où l'on prend le signe supérieur des termes 
ambigus mérite une attention spéciale. Car, à raison de la présence du 

terme — 3 ~ il y aura un abaissement de deux unités dans les 


exposons des fonctions multipliées par ce terme et développées suivant 
les puissances de S. En conséquence , il faudra conserver au moins les 
termes multipliés par S x dans le développement des fonctions iji > (a, b,c), 
y, (ci , b , c) afin d'avoir un résultat exact relativement aux deux premiers 
termes des épaisseurs électriques j' et : fournies par les équations (377) 
et (378). D’après celte considération , et à l’aide des équations 


*** [ {c-H$»- t]= aL0 * 1 ( c +tf—F j * 

^6 - pZfcffi ]-» 1 ** 


-(a — 6 )‘ 


nous avons formé, en négligeant les termes multipliés par t', les équa- 
tions suivantes; savoir 


.1^=0 i(a-t-â’) ; 




iV’ss 1 a(a-t-b)-t-abi‘ ; 


JV'.yÂ=— 3Ùa‘ 3(a-t-i) 
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VU »' . 

lab.b" 1 6 ’ 


b nb) 

lac . 3 a-hb 6 (a-t-bÿ ’ 


JV- 

i ac.o 

L°g.[ ^ . ri? - ±|| j j = - 3 Log. 3-1-3 Log.(- 3)— ; 

Il suit de là que , 

< 3 9°>-Æ Lo g[ [Sâ^ .Î-]= -&1 S ' Lo * 3 ( ' Z ) - L °S- (-* 


3 ‘ b 

'T-JTÎ 


3 b 3 ab^ 

i a-+-b i (a-t-b)‘ 


) [ Lo 6 3 ( , ~ 4 ~0~ Log( ~ a) ]l 


j i -4-a Log. a — a Log. (— t ) 


Chacune des intégrales qui entre dans le second membre des équations 
(a8o), (381), (a8a) s’y trouvant multipliée par ^ 7 v , on aura à consi- 
dérer un produit de la forme 

06 

(393) // =G 3 .f ; -- - * ■ * : . 

| («**' — i){p'3' -t- q'sm'.S t) 


Or , en faisant pour plus de simplicité , ^ =s= e , et 
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sin.à* .... t' sin\ô* /' n *, v 

-Sï-='- su ’ ? âr = 3 |, + W) ^ 


il est facile d’établir l'équation 


CD 

"-ïf ■ 


tdt(t-Ui') 


'-H— ’ 


jiar laquelle l’on reconnaît aussitôt, que la fonction // est développable 
suivant les puissances de o\ De sorte que, en négligeant les termes 

l* 

multipliés par il suffit de prendre £/=^ > /? = o. Alors, en déve- 

Q Q 

Joppant — , et faisant - = G , 4 , G ,, J I , il viendra 
r 9 9 

cc 

//= ( G' -4- G"3‘) f — — 

J (•"*-* )(**+•*) 

O 

G’3' f t'dt G'3‘ r t'dt 

6 J (c 1 ”' — I )(t*H- t *)‘ + ‘ 3 J (e ï ’'— ,)(<>-*-£*)* ' 

O O 

Maintenant, si l’on remplace; l'dt par tdt j t* j , t'dt par 

tdt j (f-t-ï‘) — t‘ j’, et si l’on a égard & l’équation 


f “" _ = _L n 
J a 4 1 ' 


(•j Celte cqnalion *e démontre facilement en obtenant qae l'on a 

O O O 

i / iit \ i n l i 

”4R*V + ?^r‘*‘4 i ' 4 '* u V — 4**B — a4 


-t-etr. ) 
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l’on obtiendra celle expression de //; savoir 

//=^-’h- [g'^G"— — )ô’l f — — 

■44 I V 3 / U (c*"— 

o 

ao 

O'c'5' Ç tdt 

J (e”‘— !)(<*-!-£*)* : 

O 

où la seconde intégrale est immédiatement connue par le coefficient dif- 
férentiel de la première, pris par rapport an paramètre e. Et comme, 
d’un autre côté (*), l’on a la formule 

C ■ i - Uh g= lc-±^ll J n 6 ..^.l.f W- , --«) 

J (c** 1 — l)(< k -t-c a ) 3 4* 3 b 3 J l — / 9 


dans laquelle C représente la transcendante numérique 0,577216. 
déjà rencontrée dans le § IX , il est clair que Ton a ; 

OC * 

C tdt (1-t-aQ » frf/.t — Log.t 

J (•“*-. )(<*+!•)• ®? 4« J .-t 


-Donc en substituant ces valeurs, et remplaçant i par — , il viendra 


<«>5) 


-î| fi 'M ,G '- e eX c * t *î)i 

_ Lu s "l, 


L °g< 


") Voyei Ir* pages 154 et 190 du aecond Volume de* F.iercice* de Calcul Intégral de Lee en duc. 
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En dillerentiant les deux membres de cette équation par rapport à p , 
et posant 


(2g4) 

l’ois trouvera 




tllsm 3 1 


)(p* ($'-+•(]* sin *$t) % 


i r\ wwt & ' ^ H 

(3q5) . . . // = — — ; I -+- *4“ tt 

4/3 2p b 


(H?)| 


-ép\ a ’i+’ c ’~°ï-‘ e i( c + u * l 0 1 

0 

i i 

f Jt (" ~‘) cy» / 

J ~ >— < A <f 'J 

o u 

Supposons maintenant que l'on ait en dcTcloppant p et q 1rs équations 
p=p' -t-P'd 1 , q=q’ -t-ff S' ; et par conséquent en fai- 

fit fil) » 

saut P = — r — -jrr • Alors, en désignant par [//] et par [//’] les va- 
leurs de II et II', formées en prenant p—p', q = q' , l'on aura 

1 

(2061... = ' Lofi.t j ; 

^ LJ 2 jp 2 /J J 7TT7 ^ 

(297) ... //'=[//'H^(ft - 4 3 p'j|) 

*&■ 1(^7 ■ 
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a64 

Celte dernière formule devient nécessaire pour développer les termes 
aircclés des intégrales W"(b,a,c), et n "(b,a,c), qui entrent dans 
la valeur de y, lorsque l'on prend le signe m/êrieur'tlcs termes ambigus. 
Tel est le motif pour lequel je l'ai préparée ici par anticipation. 

En appliquant la formule (296) au dernier tenue de l’équation (28:1) , 
pour lequel on a ; 



fou obtient ce résultat fort simple; savoir 

(=98) ... = + . 

Pour appliquer la même formule au dernier terme de l’équation (280), 
il faut prendre 

p‘z= i ÿ' = 4a , e , ; 

✓>._ 4 b b(a •^-\b'—ab) . 

u-t-i ’ 3' (7+T) 1 ’ 

d'où l’on tire d’abord ; 


p =1 al> ; 


(f = 2 a -K b ) ; 


1 v —\ ab 


c.« ba‘ 
p ’ 




b 

n-t-b 


a b 1 

V^b)' ' 


et ensuite 
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□65 


(*>9) 


— 4iV'|/1v.n i l ''(a, /-,c) = 


aA . / n\ ibC I 3* «6 | 


«'• a 


a(«-*-A)' \ 

3>^-|(l^-A i, “3 a 0 -(a '^ A,_rt6)Lo6 ( ,+ 9| 

3 a y/ 1 (.H* K-*> g> ; 

v t> a (a-t-b) J 3 (n-f-A) J 


après avoir fait 

b 

u (a -+- b ) 




r3 ~ >) E‘— - b ■ - . f *.f ^Lor .< 

J i— J ~ 5 ■ -* ' 


Maintenant, j>ar le rapprochement des équations (390) et ( 299 ) Ton 
voit aussitôt que l'équation (280) est réduite ô celle-ci ; 



(3oo) . . 

• •• | M<*, 


( 3‘ 

ab 

2<J^ | 

(•+6- 

a(a-*-A)‘ 

& I 

a* 

«A „ 


1 6 

3 (a-t-A) 1 


5 »\ . 3* Aa*(a — A) p, 


ab \ A3’ 

(a-4-A)‘/6(a-+-A) ’ 


de laquelle l'on tire immédiatement ij/ l (A, a, c) par la permutation des 
deux lettres a et A. 

Relativement à la fonction ^,(a. A, c) , il est évident que , par le 
rapprochement des équations ( 38 a), ( 391 ) et ( 398 ), l'on a ; 

(3oi)... A,c)=^i-t-^| aC-t-Log.^, • 

En multipliant les deux membres de cette équation par 

b _ A A‘ 

aac aa(o-+-A) 4( u '+'^) ! * 
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nous aurons (conformément au» équations (a84)) l’expression de la fonc- 
tion f,(a,b,c)\ c’est-à-dire que l’on a; 


(3oa) /(a, b, <?) = 


y 

i -f-rr- 


2 a{a-+-ù)j t) a(< 
Mais nous avons 


4^rjj,c+L. B .(<.)j. 


r 


a (a * 4 - b ) * 7 


f,(a, b , c)= b,c) ; 


donc, par la combinaison des équations (3oo) et (3oa) l’on fera dispa- 
raître à la fois les termes affectés de Log. y, , et ceux multipliés par la 

transcendante numérique C, c’est-a-dire, qu’en posant Z) 1 — t et 


(303) ... A" “ ( < n^jï + (d z[ f L+bî) A ' wJr <i{a + b} E ' ' 

l’on a l’équation 

(304) .... 


/(«, b, c)-+-/,(u, b, c) (A 1 A- A”. 3') 

■jü D" 


Et en désignant par F', /)', B" ce que deviennent E', A A'\ après 
la permutation des deux lettres a a b, l’on tire de là l’équation 


(3o5) 


f,(b,a,c)+fAb,a,c) (B'-hB”5‘) 

zi) W 


B" 


Los mêmes équations (3oo) et (3oa) donnent 
(3o6) . 
b 


f(a,b,c)—/Aa,b,c)_ 
ai> — 


A + 


a { a -t- b) 


! aC -*- L °s(y)j | 


] .Aa' abA' 

( j G a(«-4- ôl'^ïG 


ab(«—b)F 


J 


36«(n-t-£) G (n-*-bf ia(a-t-6)’| 
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Cela posé, la formation do l'équation (282) ne présente plus aucune 
difliculté, et l’on trouve, en négligeant toujours les termes multipliés 
par S* ; 

<*ï)- D ■ 
où l’on a fait, pour plus de simplicité , 

r ._2 (a'A'+b'B') j . ab \ j „ . T 4 | 

~ ab{a-t-b) ’}t> 3(a-+-£) , jj 3C L ° 8 'o'’| 

\(a— b){a‘E’— b'F') ab I \ _ _ 4 j 

- j ïï i-H*)» ~ 5(^)>1 

( a j 4 ' -\rb' B' ) | » ab ( ab(a—b) , , , , 

6a6(n-+-i) (6 (n-t-ù)*| i(a-i-bf 

1 ab 


- 4 A'Ii 1 


\G 2 (a + b)' 


Maintenant, afin d’écrire l’équation (277) d’une manière plus expres- 
sive, nous ferons d’abord observer, que, d’après les équations (284) , 
l’on a 

fS«,b,c) f t (a,b,c) . f,(a,b,c) fja,b,c) , 

iP ~ P" ’ 2 P ~ F* ’ 

ensuite, nous ferons 

b 




v=i 


r *= 1 • 


*K" 


’ayn ' 




( 3 o 8 ) .... < 


II, o,o,c)=| ; 

' J(c’ ,, — ,)(A'"+4ac).‘sm‘.at)’ 

O 

ce 

„ ,,,, . f dtsinit 

Il t’(b, a, c) = I ; 

' J(e*"_i)(A'"^:4oc). , siii‘ . de )* ’ 
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ce qui revient à dire, que, après avoir substitué pour K " et K ' 1 leurs 
valeurs, l'équation (277) est équivalente à celle-ci 5 

( 3 og). . . a D".j = (A, a, e)-t/(A, a, c)]— /?[/(«, b, c) -+-/(a, b, c)]j 

■+-X" J //>(*> a > C )~B/. O, b, c)| 

\ 4 A (b, a, c) — fl/(o, b, c)]iT/ (b, a, c) 1 

■+• 5 - [>/ (A, a, c) - fl/, (a, b, c)]lV (b, a, <?)( 

[ [jf, ( b , a, c) —B/,(a, b, c)]ri" (b, a, c) 

-6 K". VU) 

|-+-XX"[/f/(A, a, c) — BfXa, b , c)]n,"(A,a, e) 

Nous nous dispenserons d'écrire l'expression de bD".t que l’on tire 
de cette formule par la permutation des lettres A , fl; a, b, confor- 
mément à l'équation (278). 

Mais ces formules deviendront plus symétriques, en posant 

( 3 to) T (a, b, c)=f % (a, b, c)-f-/(a, b, c) \ 

( 3 ") Ha, b, c) —J\ ( a, b, e) —/(a, b, c ) ; 

et eu introduisant les fonctions f, r', dont l'expression est, ainsi (pion 
vient de le voir, plus simple que celle des fonctions / et/. Alors, 
eu faisant 

( 3 12) Ü(A, a, c) = X"-^-4-iyL-{n t '(A,a,<7)-*-X.II 1 '(A,a, c)j 

- 4 AT"VTv j II, "(A, a, e)-t-XXMl,"(A, a, c)}; 
( 3 . 3 ) &(b, a, c)= J II /(A, a, c) — X. 11/(6, a, c)J 

-t- 4 *"VTv j II," (A, a, c) - X X’*. 11," (A, a, c) J ; 

Ion aura, pour déterminer les épaisseurs électriques qui ont lieu sur 
les quatre points des surfaces sphériques placés sur la ligne des centres, 
c*cs deux équations; savoir 
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a(k) 

a ty'-y = | A F (b, a, c) — B P [a, b y c) J Û {b, a y c) 

- j A V'(b, a, c) + BV'(a, b, c) J £>'( b, a, c) ; 

(3i5) ...... bU’.z= \BV (a,b,c)—AV{b, a,c)\ù(a,b,c) 

— J BV '(n, b, c)-^~ AV\b, a, c)j i Y(a, b, c) . 

Parvenu à ce point, il devient necessaire de séparer les deux cas 
qui, jusqu'ici, ont etc réunis par l'ambiguité du signe rt . Toutefois, 
il est remarquable que l'on puisse ainsi conduire l'analyse de manière, 
que les deux cas opposés soient exprimés par des formules ambiguës, 
où il y a plusieurs facteurs qui leurs sont communs. De sorte que , 
tonte la diversité tombe uniquement sur la valeur durèrent e que prennent 
les deux fonctions Sl(a, b, c) , Û'(<t, b, c) , suivant que l’on considère 
l'un ou l'autre point plaeé sur la ligne des centres. J’ajouterai encore, 
que le calcul des deux fonctions 

AV (b, a, c) — BV(a, b, c) . AV (b, a, c)-î- BV'(a, b, c) 

_7 , -p ; 

a, en outre, l'avantage d'être commun aux formules générales (a63), 
(a 64 ) par lesquelles l’on détermine les épaisseurs électriques de la couche 
relatives à un point quelconque de la surface des deux sphères. Car, 
en posant 

(3i(>) ü(4, a, c, 5)= ^-t- ^H, (b, a, c, 11.(5, a, c, 0) 

b(c‘ — a’) 

.+. j ; 

a(c* — a«c.cos5-+-a*)* 

( 317 )... . &{b, u, c, î) = — ■i — ^n,(i, a, c, fi)-*-* H.(*, a, c, 5) 

b(c * — a‘) 

t ’ 

a (c* — a « c . cos 5 -t- )* 

il est évident que les deux équations (a63) , (aCf) deviennent équiva- 
lentes à celles-ci ; savoir 

33 
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a D ".y — j.YT (b, a, c ) — BV (a, b, c)| ü (b, a, c, 6) 

— jAV'(b,a, c)-hB r' (a, b, c) j Û.'(b,a,c, 6) ; 

(3.9) bD".z= \BV(a,b r c)—AV(b,a,c)\sHa,b,c,û) 

— \BT(a, b, <?)-+- AV '(b, a, c)\f)f(a, b, c, 6) . 

Mais, pour pousser plus loin les développe me us dont il est ici question, 
il est indispensable de distinguer les deux cas, et nous commencerons 
par celui où l’on prend le signe supérieur dans les termes ambigus. 


g XXVI. 

Expression des épaisseurs électriques y et z 
qui ont lieu sur les deux points des surfaces sphériques les plus rapprochés , 
placés sur la ligne des centres. 


Avant tout, je remarque que nous avons ici 

J= b _ t « . 
c — a a (a-t-6) ’ 

b(c+-a) a ( 4 a -+- b ) N , 

(c — a)* b ab{a-4-b) ’ 

a yiv la afja — a b ) y , 

i(c—a)(c — a-f-A) b GA(a-t-A) ’ 

cl par conséquent 


Knsuilc j'observe que, eu négligeant les tenues multiplies par i* 
il suflil tic prcmlre 

( aa-*-*Y 4 «(a-l-A) 

.-AA —I - ^ —b~~) T‘ 5 
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as 

O 

r K '(*> a > c)-xx“n ,-(«, b, c)j=- f—~- t ; 


A' 

T 


Af'd _ a(«-*-A) 

KTV - 6 ’ 

ce qui donne 

, i — 5 a . a-4-A 
Û’(A, a, c)=! — T-t- 


3VH_ __b 

K' r ~ a («-*-4) ’ 


a& a(a-t-b) ( ^ _ 


b ia(a-f-A) a-t-b Gb‘ 


Ainsi , il est démontré par là , que la valeur actuelle de la fonclion 
Q!(b,a,c) est, au moins, de l'ordre des quantités multipliées par d*. 
De sorte qu'il est permis de la négliger dons cette approximation , et 
de considérer seulement la fonction ü(b, a, c). Mais comme, en prenant 
les signes supérieurs , l’équation (389 os) donne, en négligeant les termes 
multipliés par J* ; 

V>_ 4(«-*-*) , j \b-ia a_[ . 

bi‘ j ib a-t-b | 


ou voit qu’il aurait fallu tenir compte des termes multipliés par d'dans 
le développement de la fonction T (b, a, c), afin d’avoir exactement les 
termes multipliés par d* dans le second membre des deux équations 

(3ao) aD".y= j AV(b, a, c) — /?r(a, b, c)|û(A, a, c) , 

(3ai) b D". z= J Br(a, b, c) — AV (b, a, c) j Ü{«, b, c) , 

auxquelles on peut ici réduire les formules générales (3 r 4) > (3i5). Cela 
posé il est clair que la valeur actuelle de û(b,a,c) doit être formée 
sans avoir égard au terme multiplié par — 4 bi " , et en prenant 

seulement 

* 

Ç | n/(* f a, c)+xn,'[b, a, c)j = 3 J~i!lL. = .1 ; 
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ce qui donne 

n/i > ("H-*) 4 (a-hti) b — a a 

Mb, a, c)=V iiTT" = b,y~ H TT " 4 " 7+~b ' 

Il suit de 1;\ , et des équations (3o4), (3o5) , que nous avons 
„D".j = 1 A(B'-hB“3')—B(A , +A"3') j Q(b, a, c) ; 
bD".z— j B(A'+A”i') — jü(a, b, c ) -, 

d'où l’on lire 

(3aa) ... 




(AB'—BA') j4(fl-+-i) b— a i 

abS * a b a •+• b 


l>' r_ 


(3a3) 


(AB' — HA') J b) a — b 

W 


4 (AD" — BA”)(a+b)' 
ab.lV* ’ 


/,(AB" — BA")(a-t-b) 
ab.D”' ’ 


pour la valeur, mathématiquement exacte, des deux premiers termes du 
développement de y et z ordonné suivant les puissances de d. 

Mais, pour rendre ces formules plus immédiatement comparables 
avec l’observation, il convient d’en éliminer d*. Pour cela, remarquons 
que l'équation ( 289 ) donne 


4 Ui-*-b) 


A abà*{ 1 -4- d‘) ab*à k 


4(g-f -/>) 4 (a + b)A [t) 




oh A =sc — a — b : et en y substituant pour y/ (ll sa valeur, nous aurons 

a 4 («*-* - 6 ) (u-+-b) 1 

A u bd* 3 u b ”** a -f - b 

Ainsi il est clair que les valeurs precedentes de y et z sont équivalentes 
à celles-ci; 

/v _ (AB'—BA ' ) la . 4A — 3Û | é 4 (An*—BA*)(a+b) 

1 4;- • 3 ~ ~ÏF j A 4 JZb~ 1 4 ui./J" ’ 

-, (AB’—BA') la 4 «— ail /, U B" — B A" )(a b) 

(Ja5)...*_ 2P ja* 4 ’ j TOP ’ 
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ou il suffira de faire, conformément aux équations (286) et (3o~); 

<«> , 

cil se rappelant que l'emploi de celte formule exige «juc so ' 1 

une petite fraction. 

Ce résultat très-remarquable n'est pas fort différent de celui trouvé 
par Poisson dans la page 8tj de son second Mémoire. Pour rendre l'ac- 
cord parfait il faut d'abord corriger dans cette page deux fautes d’im- 
pression : c’esuà-dire , lire l\ b — la au lieu de 4 a — a b dans la valeur 
de y , et vicevcrsa 4« — a b dans celle de a. En outre, il faut observer 
que le dénominateur A de Poisson ( duquel il donne les deux premiers 
termes dans la page 10a) deviendra égal à celui que nous avons désigné 
par ü", en y remplaçant — aLog.3* par — -Log.3*. C’est, par mé- 
prise , que Poisson a doublé à la fois le logarithme du nombre a et 
celui de 3 \ 

On voit par ccs formules, que leur premier terme étant divisé par 
la distance A qui sépare les deux surfaces sphériques, peut croître in- 
définiment à mesure que l’on diminue cet intervalle , et qu’il devient 
inGui au coutact. Mais cette circonstance capitale du phénomène , qui 
amène la rupture de l’équilibre et l’apparition de l’étincelle , n’aura 
pas lieu, si les épaisseurs initiales A et B étaient telles que l’on eût 
AB' — BA' = o , puisque cette équation entraîne la disparition du terme 
susceptible de croître jusqu’à l’iuGni. Or cette équation , qu’il est assez 
difficile de réaliser expérimentalement sans le coutact, est précisément 
celle qui s’établit nécessairement au contact des deux sphères: car nous 
avons déjà démontré (Voyez les équations (64) et (65)) que, alors, 
il y a entre les épaisseurs moyennes A et B un rapport tel que 

p — jp ■ Donc, après le contact, et à la petite distance A entre les 

deux surfaces, les formules qu’il faudra employer pour déterminer les 
intensités électriques y et z seront celles-ci ; 

-,__X 4 (A’B"-B'A")(a + b) , . 

w J r “ - — inrzpü" A ■ 

8 ' ab.B~ r 7T r ~ H ’ 
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abstraction faite des autres tenues ordonnes suivant les puissances de ô* 
liai suivent ce premier et principal tenue. 

Ainsi, c'est à l’aide de ces formules que fou pourra déterminer a 
priori l’intensité de l’électricité qui aillue sur chacun des deux points en 
regard au moment de la séparation des deux sphères. Et comme on démon- 
trera ci-après que le coefficient A' B" — B' A" est toujours positif, si la 
différence a — b des deux rayons est elle-même positive, on tire de là, 
et de ce que les quantités A', B r et I.) " sont évidemment positives, la 
conséquence, que: « à l’instant de la séparation de deux sphères cou- 
rt duclriccs et isolées, l’électricité qui afflue aux points par lesquels elles 
» sc touchaient, est d'égale intensité et d’espèce différente: mais, toujours. 
» de même espèce sur la plus grande et d’espèce contraire sur la plus 
» petite, relativement à l’électricité totale dont A ci B expriment, res- 
» pectivcmcnt, les épaisseurs moyennes ». 

Mais cette conclusion n’est pas vraie eu général : il y a un cas d'excep- 
tion, soit à l’égard des dernières formules soit à l’égard de la conséquence. 
Ce cas est celui de deux sphères de me me rayon et également électrisées. 
Alors l’on a A=B , A t =B , f A*^B n j et en général 

AT {b, a, c) = BV{a t b, c) : 


et comme il est manifeste que, dans cet état d’égalité, l’on a / = s 
il faudra , pour déterminer y partir de l'équation 


/ = — ^ 


à laquelle se réduisent les formules (3 1 4 ) et (3i5). Or il est clair, par 
les équations (3oG) et (3o^), que le premier terme du rapport 


f’fa, a, g) 

!)" 




est 

de 


<*«* i i 

jr la quautilé 


du moins cela est vrai en négligeant dans celte valeur 


2 A'.Q.* {a y a y c) 
aC-4-L og.(l) ’ 
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dont te numérateur (déjà de l'ordre de d* ) est eu outre diminué par 
ta grandeur du dénominateur: donc, puisque pour a—b, nous avons 



Log. a , 


la question consiste à déterminer au moins le premier terme de la fonction 
il' ( ii , a, c), pour en faire ensuite la substitution dans l’équation 


Û ' (a , h, <• 

Log. i 

Cela posé, voici toutes les principales parties de ce calcul. D’abord on 
trouve que, dans le ras de b=a, l’on a 


(3açj) 



J79 

19a 


d» ; 


_*V2_ 

2c(c — a) 


et par conséquent 

(Mo) .. 



2 


JO*. . 

i a 1 20 


2-*- 



Knsuite pour avoir la partie de Q'(a, a, c) qui, conformément à la for- 
mule (3i3), dépend des intégrales définies il faudra prendre 


a A"à 

’ yn = 




d* 

4dKÂ 

6 : 

~K”~ 

•— d' ; 


193 



=-3* + 


d* 

4 » ’ 



Mais pour un motif qui sera expliqué ci-après je m'abstiens, pour un 
moment, de continuer de faire bz=za ; et j’observe que ayant, en 
général , 

4 ar M 

~K" — ' ~ Jôr+/7y u ’ 

4aci.‘ ( 

K n 1 4 ( a -t- 4 >)* ’ 
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Ç.II,'(6,a,c) = 


J c ‘” — 1 \ 6 iat'/\ A 4( a -«-*)‘/ 

O 

r tdt 5 r *v/ 61 ^ r / v^t 

— Je 1 ”*— ("*”6 J e M, _i" + "iao 4(a-+-6)“ jë^'Z^ ’ 

O O C O 

AT' . f «</« 5„f Gi Sl f <Vt 

•v- . n/ (b, n, c) = I I — , 1 i' I 

4 ' ’ Je 1 ”— I 6 Je”"'— I >3» 


(4 


) Ç l'ilr 

4 J c’”—t ’ 


l’on tire de-là la formule 


» 

(33.) ... Ç\n:(b,a,c)-n/(b,a,c)\=^.j-^L - , 

O 

que je roulais établir pour toute valeur de a et de b. 

En négligeant 3* l’on a 


OO S 


I- 4 -TO/ 


(33a)... Ç. U," (b, a, c) = ( ■ - £) ( 

O 

QO QO 

f tdt 

~J T^ZZ^e" J c 1 ” — 1 ! 


t i de plus ; 


A ’" 1 t'«, 

-j- !!/($, u, c)s=-j-n/(A, a, c) 


Donc , dans le cas particulier de a=zù , nous avons 
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*-|n>, *,e)-in,'(«i <*>c) j== 

-Cl 5 _i!_\ S'C- lj — i3 - 3 ~ 

4 'v a4 H ’6' □1o/‘ + " \48o 193.34/ g6" + '48o.48 ’ 

Ç|n,'(.,«,c)-»”n, ■(«,«, o| = 
T*-)— 

en observant que l'on a 


00 

J. 


«</< 


34 ’ 


j e »‘_, 340 1 ' 


En substituant les valeurs que nous venons de trouver dans la for- 
mule (3i3), l’on aura sans peine 


Ü'(a, a, c)= — ( 8 -*-|)(p-+---ï— ~ 3 ‘ 


12 120 


^96 4® 0 -4^ 


) 


O'-îOG-iiîV) = 


d'où Ton tire 

Q'(a, a, c)=o.d’-4--^j3‘-4-^g-- 
c’est-ù-dirc 


i3 1 337 

(T. 480 "*” 6.96 90 . 


a' (a, a,c)=o.f + ( -iâ.— = o 

' 7 V 120 120/ 

Ce résultat inattendu, et pourtant véritable, nous apprend que dans 


(*) La fonnnle gcocrtle pour évaluer cci intégrales e»l celle-ci ; 



( 


3,3.. . 37» -4- I ) j 
(3K)’"-” I ‘ 


-4- etc. 
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le cas des sphères égales, l’épaisseur y dont il est ici question est au 

moins de l'ordre de ; c'est-à-dire de l'ordre du cube de 

l'intervalle A qui sépare les deux surfaces. Si Poisson a trouvé, au lieu 
de zéro, 

dans la page io5 de son second Mémoire, cela tient à une erreur de 
calcul qu'il a commise dans la page 83 en c^rchant la valeur de la 
fonction qu’il nomme S'. En effet, si l'on relient pour cette compa- 
raison les intégrales définies au lieu de leurs valeurs numériques, nous 
avons 

Q’(a, a, c) = 

' 13 130 

«I O 

o o 

ce qui revient à dire, que 

— Q'(a, a, cr) = o.d*-~ -iâ-d 4 

tu i 65 KJ tdt (5 ,.44!,/ Ml 

jcinr: - (r^ 4 Vj J j?337 

O O 

= _ iâ. »< f *1L a- f . . ? iL 

lao 6 J 3 J , 

O o 

S* X’ 

Or, eu rapprochant ce résultat des valeurs de jp et -jp trouvées 

par Poisson dans les pages 83 et 85 on voit que la discordance tombe 
sur le coefficient de 
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J c" — I ' 

6, / 5 \ 55 

ce coefficient doit être j-, et non — I 18 — ^-t-a) = Z. comme 

cela résulte de l’expression de S' trouvée par Poisson, 

Pour plus de clarté j'ajouterai que , sans faire a — b, et retenant 
seulement les termes affectés de l'intégrale 
• 

f t'dt 
Je"— i ’ 

O 

l'on aurait, en vertu de l’équation (33 1) et des équations 




a(a-4-£) b * 


ces dénie égalités; savoir 


“^l n '' (i ’ a * c) “ xnj ' (ê ' a ' c) l = 

SB 

4 (a -4- b) I a 5 a I sT 

b j«-*-6’ 4 "B'a(«-4-A) j J e”*— i ’ 

O 

j n,»(6, a , c)-mn.*(*, a, c) j = 

CO 

it 4 a(a-hb) ib , ( f t’dt 
6 ‘ A* ‘ a + b f e ”' i 


De sorte que leur somme introduit dans la valeur de la fonction 
Q'(5, a,c) les trois ternies 

qo oo 

O a 5 a a 44 a \ *. f <*«/< af f /‘d< 

^6 T + T-0 J j?^ = K ao+ 3j i j^T • 

O O 

iiii 0'( 5, a, c) , 
et dans la valeur de — — 1 — - — : — 1 le terme 
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ü'(i, a,c) m 


■i(r+i>fÆr.- 


Or ce terme est celui qui devrait être identique avec le terme rorres- 

S' 

pondant que Ton voit dans la valeur de jp de Poisson à la page 83 

i 5 

déjà citée. Ainsi, nu lieu de Poisson a trouvé, 

par un calcul erroné, 18 — -f- ~~~g : ce qui revient à dire que la 

constante absolue a etc remplacée par une quantité susceptible de 

varier avec le rapport des rayons a et b des deux sphères. Telle est , 
en détail, Implication de cette singulière discordance. 

Le calcul que Ton vient d’exposer démontre la nécessité de consi- 
dérer les .termes multipliés par d*, si l’on veut avoir, au moins, le 
premier terme significatif de répaisscur y relative a deux sphères égales 
et également électrisées. En exécutant en conséquence les dévcloppemcns 
préeédens de manière que le terme cherché comprenne toutes les parties 
qui concourent à sa formation , l'on obtient , au lieu de la valeur de 
!>'(<*, a, c) donné plus haut, celle-ci; 


(333 u, c)=- — 3 

12 120 


l8l 


( 8 


3‘ 


5 )( 


7-5 1 a 

3 ' 1 3 




- J‘-t- 


a 7 53 


»* 


6 3a. 43'\y<3 48-48o” ” T "a 7 .35.8.5ia 

3 ’ ■ S ' V a? 7 >■ . 4°55 , 

V 48 i5.ia8/\3 16.90 7.37.51a J ’ 

de la<|ueile I on tire 

! ■ 8 1 a 7 53 i3 1 

7 .512**" 37.35. 512**” 48.6.480 45 3a. 96 I 

4o55 aa 7 1 

7.37. Sia"*” 90. i6.48"*"45- 128 

c'est-à-dire , 


) 
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£y < <, > 0 ’ c > = T^7735 5, ' 

De sorte que l'on a 

H1D J{,1)V _ A . .. pv 

' 3 (138. i35 )Log. 2 a^oLog.a \aj * 

ou bien 

(335) S = o,o58,8)(i)\ 

Pour offrir plus de facilité à ceux qui voudraient vérifier l'exactitude 
de cette équation , je consigne ici les résultats intermédiaires; savoir 

. d* 1 1 s. 3oi 

i“*7 + 5*— à ; 

4 >92 90.35b 

, v 5 „ 70 565 

c(c — a) 0 12 960 6i.5ia 

5 >. , '9', '»■ a» a* 

a ia ia8 y.ôia ’ A 1 ' 16 384 ’ 

4oc-V g ,, 37 a À'"3 3* 3‘ 

2 -ü^-= , - l6 a ■ + * T ^ 3 ' : --i7^r= 8 - + -ïï-7~^ 1 


V* ‘'"à 45.3a 


49K'_ a./'. **. X. »•*. .»4«». . 

mr—' 9 - 'T'*‘'54 ’ 

y{n.'(a,fl,c) — xn;(a,a, ‘-) j =^g-t- 48o .48 ô ‘-*- 27 ,35 7 8 .s,, 4 *! 

Çn»(«,«,c)=-L+C ^a*-£'H -+— i 

O * 34 V b 0/340 130 I2.4 a 

K" — ... . 1 /'ir*, o v \ 1 aé 1 à* 

s-n* ( a , Of c) = —7 -+” ( -TrO — ‘-0* 1— 7 t . 7- y 

0 ' 24 \ 0 8 /240 130 13.4a 


Digitized by Google 



sS» MÉMOIRE SCR LA DISTRIBUTION DE l'ÉLECTRICITÉ ETE. 

C’est en substituant ces valeurs dans l'équation (3t3) que l'on a obtenu 
l'équation (333). 

Il suit de U et de ce que la fraction — doit être dans la for- 
mule (335) inférieure à ^ , que ccttc intensité électrique échappera, 

par son excessive petitesse, 3 la manière ordinaire de la mesurer et 
sera confondue avec le zéro. Mais , mathématiquement parlant, il faudra 
concevoir, que, immédiatement après la séparation de deux sphères 
égales il y a, par influence, décomposition d'une partie de l’électricité 
naturelle, et affluence d’électricité contraire vers les points qui étaient 
primitivement en contact ; ce qui est une conséquence de la théorie 
opposée 3 celle énoncée par Poisson dans la page 106 déjà citée. 

Il y aura donc, comme dans le cas des sphères inégales, une distance à 
laquelle l’électricité sera de nouveau nulle-, mais l’état négatif qui précède 
cette distance étant insensible , ou du moins fort difficile à observer, les 
choses se passeront comme si il n'avait aucune existence; et là où l'on 
trouvera (par expérience) les premières traces d'électricité de meme signe 
que A , l’on aura déjà dépassé la distance c des deux centres qui satis- 
fait à l’équation û'(o, a, c) = o . 

Cette équation étant remarquable par sa forme transcendante je la 
placerai ici telle qn’elle résulte des équations (288) et (3i3): la première, 
dans le cas de a = 0 , donne 

c== ' < (e I - 1 - e * ^ c* — 4 a * — — e * J 

a A'" l/c-t-aa a (e’ -H ’ ) 

-yÏÏ-*\ 7=Ta- i, 5 

e — i 


** 1 q(c+a) yV — du* 

3 3 3(c— a)' 0 (c — a) ’ 

et la seconde, en y faisant pour plus de simplicité , 
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a83 


donne , 


(336) 



» OB 

l dla'màt i f dtsinàl j 

*' IJ <«*"* — 1 >( 1 —ffùn'it) P J(e”" — t)(i — y*sin‘3i)l 

O O 

« «o 

4 | f rffsinîf (3-f-r')“ f dtsin St f 

•*T- jj(e- , _,)(._^sin*o'l)‘ j (e n*»t)* {’ 


Je reprends maintenant la considération des équations ( 337 ) et (3a8) 
pour donner des séries propres ù faciliter le calcul numérique du coef- 
ficient A’ B" — B' A” , où la définition des quantités A ’ et B" est donuéc 
par l'équation (3o3). Pour développer l’intégrale désignée par E' j’ob- 
serve d'abord qu’en remplaçant ^ par 1 ■ ) — ^ , l’on a 



donc , en développant l’exponentielle t "* et intégrant ensuite chaque 
terme par la formule donnée dans le § X l'on aura , après avoir fait 

b , c 

a <r+i’ k.—s. 1 » 


(33 7 ) 

(338) 


H=k, — a.aAr,-*-3.a*À-, — 4-a 1 *5-*-5.a , * t — etc. ; 



O 
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Ainsi, l'équation (3o3) revient à dire que l’on a 


(33s) 


A"-. 


b * 


< («—/' ) j 

ia(a-*-6)‘ 6’ (u-+-£)‘ j 

i &*(a — b) 


(da)'\ 


__ , j I 

6* (a+by ti ^ rA | S"~ 3{a+A)‘ 


Si l’on prend « = r , le calcul de la série désignée par H se fera avec 
d’autant plus de facilité que b sera une fraction plus petite. Mais, par 
la permutation des lettres a et b, que Ton doit faire pour conclure de 
là la valeur de B n Ton perd une partie de cet avantage , puisque la 

nouvelle série procède suivant les puissances de - ^ . Pour obvier à 

cet inconvénient je remarque, qu’en développant directement l'exponen- 

m 

lielle t *+* l’ou a ; 

I 

idt.r™ Log.(i) a 

J ""7 ~t = ( — k '- helc - 

o 

De sorte qu en posant a = — , et 

(34o) ..... //' = A* > -f-3a , À‘,H-3a' > A- 4 -+-4 a,3 ^>-+“ clc - > 

I on a ccttc seconde expression de A* ; savoir 

À » b% • ( a ~ b ) » | ab I 

ia(<M-6) 3 6’ («-»-£)* (6 2(a-+-£)*j 

Donc en employant cette formule pour en tirer la valeur de B" par la 
permutation des deux lettres a et b Ton aura 


n" a , 1 (“—à) . ' a (a— b) . n , )i a O ( 

i a 6‘(a-H6) a |6 a (a-t-b)*\ 9 

où nous avons 

(343) //" = A\ a a . A j -f- 3 a*. + 4 a 1 - h* •+■ etc. 


a b 
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De cette manière le calcul des deux séries H et H " sera facilité par 
la circonstance que la ditférence de leurs termes tombe seulement sui- 
te signe. 

Cela posé, à l’aide des deux équations (33g) et (34a) l’on obtient 
la suivante : 


( 344 ) 


4 (a+b){A'B"-B'A") _ 

a A 1 


a a j/i 6‘\ AV a(a — b)b' 

3'(a-t-4)* | \3 a A'\ aa’/| ’ + ’3«(a-t-é)(«-t-a6)''//' 



et par conséquent les équations (3a^) et (3a8) deviennent équivalentes 
à celles-ci ; 


(345) 



A". A . 
TW ’ 


A' A ".g 
W bO" 


où il faudra substituer pour bD" sa valeur fournie par l’équation (3a6). 
Si l’on suppose « > 6 , les formules trouvées dans les §Sj IX et X 
y 

prouvent que l’on a toujours , > i : d’après cela la seule inspection 


de l’expression analytique de la quantité A " que nous venons de trouver 
suffit pour mettre en évidence qu’elle doit être toujours positive , puisque 
ehacuuc des trois parties qui la composent sont elles-mêmes positives ; 
c'est-à-dire de même signe que lu différence a — b. Cette driiioiisii-atiou 
nous paraît beaucoup plus simple que celle donnée par Poisson dans 
le N* (48) de son second Mémoire. 

Avant d’aller plus loin je ferai remarquer (pie In limite sers laquelle 

converge JV" à mesure que — diminue est 


ou bien 


A" = if 

Su I J 

JV B I (*- 

■ 3« \ 3 



I 

) ’ 
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D'après l’équation (3a6) le dénominateur bD v converge vers la limite 

5 j»C+Log.a + Log.(J)J : 

donc, pour des~valeurs fort petites de - il suffira de prendre 


(346) 


A(m' — 3) 


ou bien 
(34 7 ) ■ ■ 


9 1 3 C-t-Log. a -+• Log. G)!' 
4(o, 9»995) 


c '-; u »( 5 )' 

en posant C'=C-t-- Log. 3 = o, 928789 . 


Pour faciliter le calcul de cette formule il convient de l’écrire avec 
le Logarithme tabulaire : alors l’on a 

4 ( o , 807740) 


! y— 


(348) 


o, 8oi3g3o-i-Log.tab.'^^^ J 
g(., 338679) 

o, 8o3393o-t-Log.tab." G)’ 


En appliquant notre formule à l’exemple choisi par Poisson, où l’on a 

A = , il viendra jr = A(o, 1 1875) : c’est-à-dire que celte épaisseur 

est environ le neuvième de l’épaisseur moyenne A qui a lieu sur la plus 
grande des deux sphères. 

Cette valcnr de y ne s'accorde pas avec celle que Poissox a donnée, 
pour le même objet, dans la page 104 de sou second Mémoire. La dis- 
cordance tient à deux causes: la première est celle déjà signalée plus 
haut relativement à son dénominateur A : la secopde tient à ce qu’il 
fallait prendre 



** 
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au lieu de 

> 

^J dt. Log.(:) t 

O 

dans évaluation de la limite de A' ft" — B' A elfectivement nos for- 
mules (339) et (34i) démontrent, cjue la limite vers laquelle converge A " 
est zéro: et la formule (3.(2) démontre que la limite vers laquelle 
converge B n est 

1 1 1 . „ v 

lorsqu’on fait a=i : ainsi il y a omission, dans le ealenl de Poisson , 

d’une des deux parties, chacune égale à ~ - 

Le calcul arithmétique des équations (345) deviendra un peu plus 
régulier en posant 

C"=2 m^C-4-^Log.aJ = o, 801393 » ; 

, • >. *m.B'b( t-»--} 

e=c--u 6 .„b, (.+J)+ ; 

Q-t--= a ; 

X 3 (d-+-3Æ) y# f 


ce qui donne 


Log. tab.' ^ 

B.R' . 

/M- Log. tab.' ^ 


où ni = module = 0 , 434? cl Log.ain=9,g3S8i43 
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Rien no démontre mieux que ces formules la différence intime qu'il 
y a entre le cas des sphères inégales et celui des sphères égalés: dans 
ce dernier [Voyez la formule ( 335 )| l'inteusité varie rapidement, étant pro- 
portionnelle au cube de la distance, tandis que pour les sphères inégales 
la variation de l'intensité étant Logarithmique est sans comparaison plus 
lente. Ainsi ces deux cas, quoique compris dans les mêmes formules géné- 
rales , constituent en réalité deux variétés d’un même phénomène qu’il 
est essentiel de distinguer pour éviter toute confusion, soit dans les 
idées théoriques soit dans les résultats fournis par l’expérieuce. 

Pour faciliter les applications des deux formules ( 349 ) I e pl° c ® lcl 
la table que j'ai calculée pour y prendre immédiatement les valet*** des 
trois nombres P, K et IV au moins dans les cas relatifs a des sphères 

dont le rapport - des rayons est donné par des fractions fort simples. 


b 

a 

P 

R 

R' 

1 

2 

I, 13523 

0, 3 ao 4 o 

0, 37173 

i 

3 

i, o 65 a 6 

0, 4 a 58 a 

0, 534 o 6 

a 

3 

.4384 

0, 17335 

0, 18938 

4 

I, O167 1 

0, 5 o 374 

0 , 66343 

3 

4 

1» > 4*39 

0, ta 336 

o, 1 3 1 38 

5 

0,98091 

0 , 55983 

0, 76085 

2 

5 

1,09480 

0, 33743 

0, 39698 

3 

j 5 

1» > 4 ° Sg 

0, 31691 

0, a 4 a 34 
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b 

p 

R 

R' 

a 




10 

1 1 

I, t 3 l 3 j 

0, o4o6i 

0, 04147 

1 3 

0, 88367 

0, 68 a 53 

1,03119 

1 

73 

0, 87691 

o, 6 g 3 u 3 

I , 04370 

14 

0, 87185 

0, 69955 

1, 06176 

1 

Ï 5 

0, 86735 

0, 6931 ■ 

1 , 0545 I 

1 

30 

o, 85 i 38 

0, 73 i 3 o 

1, t 338 o 


Les trois nombres P, H cl //'' qui ont été calculés pour obtenir 
ces résultats deviennent nécessaires pour avoir les valcui-s de y et de z 
avec toute la précision que comportent les formules ( 3 a 4 ) et ( 3 a 5 ). 
Car en posant 


( 35 o) ... G = 


P — C-t-Log. lab.'^i -t-^ + ^ 

= ,<( . b ' ’ 
A V+?Â') 


A‘B' 


il est facile de voir , que ces formules peuvent être mises sous cette 
forme ; savoir 


J — 


gYab'-ra')[^^Y^^(ab’'-ba’') 


P-+- Log. tab.^-^ 


G^AV-BA'^^] 




ab 


BA 


") 


P-t-Log.tab.'(^) 
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iga 
et eu faisant 


a i 

a' — b' ' (a — b' 

6* a"*” 

(d-t-aé)’ Vff-t-6, 

bïï 

+ »<?.' . 

a(a-*-b) 

* 3b(a-hb)‘ ’ 

b A' 

*<?' . 

a(t -hb) 

3 a(a-i-b)‘ ’ 


<?/ = 



tf"; 


G ' — 


aB aQl 

b (a -+- b ) 3 b (a -4- b )' ’ 


aA' 6Q' 

b(a-t-b) 3 a(a-S-b)‘ ’ 


l’on verra, qu’en vertu des formules (33g) et (3^3) l’on peut écrire 


(35.) .... 


_ G\A(B’+G , \') — B(A'+G n \)\ . 

A jP-t-Log.tab.”(|)j 

G)A{B'-t-G, , A) — B(A'+G,"b)\ 

A j P-t-Log.tab.* 


Ainsi, en calculant les valeurs de Q QJ ; G, G', G", G', G ", à 
l aide de la table placée au fond de ce Mémoire , l’on pourra évaluer 
les intensités électriques y et s qui ont lieu i une petite distance A , 
avant le contact des deux surfaces sphériques, quelles que soient les 
intensités primitives A et //: ce qni peut être utile soit pour comparer 
les portions^ — A et z — B des électricités ainsi dissimulées, soit pour 
comparer la théorie avec l’observation des distances qui , avec, ou sans 
l’interposition d’une lame de verre ou de toute autre substance isolante 
différente de l’air atmosphérique , précèdent immédiatement la rupture 
de f équilibre électrique on l’apparition de l’étincelle. D’après cette con- 
sidération , qui ine parait importante , je vais consigner ici les valeurs 
de G , Q' et Q' que j’ai employées pour la construction de la Table 
précédente. 

Mais auparavant je ferai observer qu’il ne faudrait pas avoir recours 
à ces dernières formules pour le cas particulier où les deux sphères 
seraient égales et inégalement électrisées. Car les formules primitives 
(3a4) et (3 a5) étant rapprochées de l’équation (33g) donnent sponta- 
nément , en y faisant a = b ; 


Digitized by Google 


PAR J. PLANA 


(35*) y=- 

où l'on a 

2111=0,868589 ; 



a 


^Lo*ub,(£) 


C” = C"-f-Log.tab.*a = i, io34*3 


^- L • 


agi» 


Celle formule, remarquable par sa simplicité, rend plus sensible l'action 
i|ui se développe par influence, cl démontre que, ceteris paribus , la 
rupture de l'équilibre entre des sphères d’cgal diamètre arrive à des dis- 
tances A de leurs surfaces qui sont proportionnelles aux rayons des sphères. 

Cela posé voici la Table propre à faciliter le calcul des intensités 
électriques exprimées par les équations (35 r). 


b 

a 

G 

Q' 

<?/ 

1 

a 

», 59*97 

4, 490*0 

0, 5a 1 39 

i 

3 

0, 371*8 

9,09866 

0, 77093 

a 

3 

0, 81 855 

1,95507 

0, 37016 

i 

4 

0, 26614 

16, 26043 

0, 87968 

3 

4 

0, 93002 

1, 4*o3a 

0, 06307 

I 

5 

0, * 1 096 

*5, 8688 1 

0, 9 3 99 3 

a 

5 

0, 45872 

6, 34355 

0, 75639 

3 

5 

0, 72850 

a, 4*934 

0, 35o3g 


38 
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7 

a 

7 

3 
7 

4 

7 

5 
7 

6 

7 

1 

8 

3 
8 

5 

8 

2 

8 

i 

9 

a 

9 

4 

9 
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c 

<?' 

q : 

°, 99 5 74 

«, 17173 

— 0, oijioa 

o, 16770 

36 , 4977 ® 

0, 97806 

1, 0.(0 30 

«, 99*64 

— 0, 1 1 276 

0, i 4 u 4 

49, 54 uo 

1, oo 43 o 

0, 3 1 o 5 1 

13, 43073 

0 , 83436 

0, 49680 

5 , 39814 

0, 6336 1 % 

o, 68980 

2, 85229 

0, 40080 

0, 883 1 5 

1, 62808 

0, 13489 

1, 07130 

0,93556 

— 0, i65i6 

0, 12176 

64, 6 i 638 

1, 00599 

0, 4^567 

7, 14195 

0,71259 

o, 76233 

3, 3 oo 18 

0, 3 o 5 oi 

1,09400 

0,89349 

—0, 16474 

0, 10697 

81,64664 

1, o 38 o 3 

0, a 3245 

20, 57388 

o, 91 36 i 

0, 5 s 8 1 4 

4, 99533 

0, 60936 
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b 

a 

— — ^ 
G 


q: 

5 

9 

o, 66839 

3 , 04557 

0, 43839 

1 

9 

0,96684 

1, 37675 

0, 00576 

8 

9 

1, 1 jo 5 i 

0, 83173 

— 0, 33618 

( 

ID 

0, 098a 1 

100, 69038 

1,04901 

3 

10 

0, 3 a 856 

1 1, 36986 

0, 81570 

X 

10 

0, 8633 1 

*> 7 , 973 

0, 16396 

X 

IO 

1, ia6ao 

0, 78494 

— 0, 36193 

1 

1 1 

0, 0860a 

lai, 73080 

i, 05875 

2 
1 1 

‘«499 

3 o, 67716 

0, 96093 

MM 

0, 39557 

i 3 , 65677 

0, 85 1 0 1 


0, 4 < 066 

7, 61 110 

0,73877 

5_ 
1 1 

0, 53 164 

4. 75980 

0,59371 

6 
1 1 

0, 65458 

3 . «7699 

0 , 44557 

X 

I 1 

0,77769 

3 > ' 997 * 

0, 28408 

8 
1 1 

0, 89978 

1, 54939 

— 0, 08935 

9 . 
1 1 

1, oao 36 

i, 09163 

— », 0799 3 
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b 

U 

G 

Q' 

Q! 

1 O 
i 1 

i » ‘3790 

0, 75547 

— 0, 38285 

1 

1 1 

O, 0^833 

144,75018 

1, 06637 

1 

>3 

0,07 ,8 9 

«69, 78393 

t, o 7 3 i 7 

i 

M 

0, 06643 

> 9 6 » 79 8aa 

1, 07816 

I 

_ i 

1 5 

0, 06173 

3 a 5 , 8181 a 

I , o 8285 

t 

20 

0, 04559 

4oo, 89007 

1,09895 


Les valeurs de P et de G étant, en outre, utiles pour la réduction 
en nombres des formules que nous allons exposer dans le § suivant : 
nous pensons que , par le rapprochement des différentes expressions al- 
gébriques des lois qui régissent ces phénomènes, l'on sentira mieux 
l’avantage qu’il y a d’avoir déjà préparés le petit nombre des élémens 
numériques qui sont indispensables pour leur évaluation. 

g XXVII. 

Expression des épaisseurs électriques y et i 
qui ont lieu sur les deux points des surfaces sphériques les plus éloignés , 
placés sur la ligne des centres. 


Pour trouver ces expressions, il faut reprendre les équations (3i4), 
et (3 1 5) , et les développer en prenant le signe inferieur dans les termes 
ambigus. Nous allons exécuter ce calcul , en négligeant les termes mul- 
tipliés par o 1 , et eu conservant ceux divisés par la quantité variable 
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aC’- 4 -Log. Cette approximation sera, en général, suffisante pour 

les petites distances A qui séparent les deux sphères. 

Toi nous avons 

K"=(c-a—b)(c—a+b)=-^-£ ; 


r=i-t 


2£îa* ; 

b 


a-^-b 

— I -4- 




é* 


■a a b 


u-t-b ’ * ,_r *(3a-4-i)‘ (a-4-A)(aa-4-A) ’ 

et les foi-mules (3 ta) et (3t3) peuvent être réduites à celles-ci; 

SWf t ai i 

û'(6, fl , C )= T-S a i u '''( A > a ' c )-(^Âpn;'(i, a ,e)j . 

Cela posé , par l'application de la formule (ag5), l'on trouvera sans 
difficulté, que, en négligeant dans le second membre les termes mul- 
tipliés par 3‘, l’on a 


JUl^i.a.c): 


(a - 4 - 36 ) i ’Log.t 

1 6 a* A* 3 a .ab(a-t-b)' I - ; 


d 1 n J "(6 ) o,c)= 


(3a-4-ai)(aa-4-A) ( 


1 6 a 1 w 


/> ■»** ( 

(aa-f-i) 1 I Log.< 

3a a'6'(a-4-é>)’ J • 


Eu substituant ces valeurs et réduisant , l'on verra que les termes 
non alfectés du signe intégral se détruisent , et que l'on a 

Ù'(b, a,c)=z — aY' ; 11(6, a, c)=a Y" ; 

en faisant , pour plus de simplicité , 
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yt 4‘ l'^Log.f-î-'V 

- 4 «(<.-+- 6 )* / T—t ~ ; 

O 

I 

v»_ b ' i^Log^ 

~ 4 «(«-t -b)'J — 


Mais, en dilférentiant par rapport au paramètre À- les «leux membres 
«le l'équation connue de Euler ; 


j' «/<(<*-'— 1~‘) 


zltcounk y 


l'on obtient 


/■ 


rfÉ(t*-H-t-*)Log.Q 


\‘.nk 


b 


Y"= 


it*6* 


4«i(<« + 6)*.sin‘j 2 -^ T 


Maintenant , d’après les équations (3o6) et (3 26 ) l’on trouvera , 
qu’en faisant , conformément aux dénominations du § précédent ; 


i>' = C"-Log.t a b.’( n--); 

K a/ />' + U*ub.-(|) 


P— P' 


A'h’G 


i" + Log.tab/(|) / J, -t-Log.tab.' ^ ^ 
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r '(o,b,c) b * f<+p\. 

TF —a'A' + b'WKi -hqj ’ 

( /}’ b'\ 

* 1 

H-? / 

Il suit de là que nous avons 
r'(a, b, O) » ( - 

P-t-Log-lab.'^^ 


a A'-k-b' B 




r'(i,«,c)_ a* J a v ' • 

"TP ~ aA'+b'B' ) "*■ 


P-f-Log.tab.*(^ 


D’après les équations (3o4) et (3o5), si l’on néglige les termes mul- 
tipliés par 5‘, l’on a 


r(a, b, c) A 

TF TF 


T(i, a,c)_B’b 

IF TF ' 


donc , en substituant pour D" sa valeur donnée par l’équation (3 26 ) , 
il viendra 


a.r(a, b,c) 


A'.G 


D" 


P-+- Log. tab.’^— ^ 
a.T {b,a,c) B'.G 


D" 


/•^-Log. tab.‘ 


Maintenant, si l’on substitue les valeurs que nous venons de former 
dans les équations (3 1 4 ) et (3i5), l’on trouvera; 
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A' 


(a'A+b'B)Y' Jr 
J ~ {a'A'+b'B') ) 


Y B’ G I 

’ 6lab '(l)| 


P-t- Log. i 

l 

G [ (A A'-*-BB')Y' + (AB'—BA') V"\ 


a j P-t- Log. tab.* j 

B'G 1 


(a'A+b'B)Z' \i — n G 

(a'A'-\-b'B') I P-t* Log. 


3 P-t-Log.tab/(-)j 


où Z' et Z" désignent ce que deviennent, respectivement, les fonctions 
Y et Y" après la permutation des deux lettres a et b : de sorte que 
il faudra faire dans ces formules; 



I 4 a ( a +i)*. sin -.|_J±_j 

f Z/' = 

Or il est manifeste que ces valeurs de Y' et Z' sont les mêmes que 
Y Z 

celles de -j- , et j données par les équations ( 66 ) et ( 67 ) ; en consé- 
quence , l’on pourra appliquer ici les formtilcs trouvées dans les §§ IX 


, Digitized by Google 


PAR J. PLANA 


3oi 


et XI pour évaluer ces intégrales définies. Ainsi le cas du contact , et 
celui des sphères séparées par un petit intervalle dépend des mêmes 
intégrales : ce qui est un de ces rapprochemens très-éloigués des idées 
primordiales, et seulement saisissablc par l'analyse mathématique. Lorsque 

A=o, le dénominateur P-¥~ Log. a) devient infini ; ce qui rend 

rcs valeurs de y et z identiques avec celles de Y et Z fournies par les 
équations (66) et (67) , après en avoir éliminé h à l’aide de l’équa- 
tion (68) , qui donne la valeur de cette constante en fonction de la 
quantité totale de l’électricité répandue sur la surface des deux sphères. 
Il suit de là, que le principal terme de la valeur de y et de z que 
nous venons de trouver demeure constant, si la somme a'/i-+-b*Jl 
demeure constante; ce qui est un résultat fort remarquable, qui a été 
aussi reconnu par Poisson (*). Toutefois il élait nécessaire de pousser 
plus loin son analyse pour apprécier jusqu’à quel point l’on pouvait 
dire avec lui: « De quelque manière que deux sphères soient électrisées 
w lorsqu’elles sont séparées par un intervalle infiniment petit, et quoique 
»» elles ne se soient pas encore touchées, l’intensité de l’électricité aux 
» points les plus éloignés sur les deux surfaces, est la même que si 
» clics étaient effectivement en contact ». 

Dans le cas où les deux sphères sont égales l'on a ce qui 

donne 

a^ r = &Æ' = Log. hyp/a ; G/ = G5'=2ma ; 

aY"=ibZ"=~ ■ 

V=C" — Log. tab.' 3-t-ama = r, io34o3 ; 

I I 

(r’-ri)Log.(i) ^ t pt.n Log.(i) 

1 — t 8 1 — t 

O O 

En développant (1 — 1)~‘ l’on trouve 

(*) Voyez page 110 do son second Mémoire. 

3 9 
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d’où l’on tire 

11 }' —3—^ + 3 iT 1 *^ = 91 = * 

Donc, en substituant ces valeurs , et faisant 


m C* 

a Log. lab.' a " 


: o, G6067 : 


m« ,, • 

-o- = o,53579=,S , 


nous aurons 


(356) 


jr = p{A+B) + 
z=p(A+B)~ 


V(A-B) 

C'^Log. lab.”(|) ’ 

P (A- B) 

C'"-<-Log.tab.-(!) ’ 


où la distinction entre les deux sphères consiste en cela, que, J ap- 
partient à la sphère dont A désigne l’intensité primitive , et z à celle 
dont B désigne l’intensité primitive. Lorsque les deux sphères sont d’abord 
électrisées de manière que l’on a A -+-fl=o , ces formules donnent 


aft'A mn'A 

<?'*-+- Log. tab.'Q) 4C"'-ML. g .tab.'(!) ' 

et comme 

C M samC-t-aLog.tab.'a , 
l'on pourra écrire , eu Logarithmes hyperboliques 


a t-: 


8 C-+- 8 Log. a ■ 


- 4 ^( 0 ’ 
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ce qui s’accorde avec la formule trouvée pour ce cas particulier par 
Poisson (*). 

Remarquons maintenant , que , après le contact des dent sphères , 
l'on u nécessairement l'équation A B' — BA’ — o ; et que par conséquent 
les formules (353) et (354) x réduisent à celles-ci ; 

_AY 1 A GY’ (A’— B')' 

4 lA /J -t- L °g tab '(^) 

Z' 

— / -yr * 

ce qui nous apprend, que le rapport de ces deux intensités demeure 
le meme que celui qui s'établit au moment de leur contact , quelle que 
soit la distance A pourvu qu'elle soit fort petite. 

L'inspection de ces formules démontre que la variation de ces épais- 
seurs, relativement à la petite distance A qui sépare les deux sphères, est 

inversement proportionnelle à la quantité T^-t-Log-tab/ (!) , et quelle 

n'est pas proportionnelle à la distance A , ainsi que Poisson l’a affirmé 
en finissant son second Mémoire. C’est une erreur qu’il importe île 
redresser, pour demeurer strictement dons les véritables conséquences 
de la théorie, et bien établir les lois qui peuvent être comparées avec 
l’expérience. Il est vrai que le troisième terme qui suivrait les deux 
premiers, dont nous donnons ici l’expression, serait proportionnel à 3*, 
ou bien à la distance A : mais ce troisième terme étant très-petit en 
comparaison du second no saurait constituer la partie principale de cette 
variation. Il est donc permis de penser que cette conséquence enronée 
de Poisson tient il ce qu’il regardait en général comme nul le second 
terme des valeurs précédentes de y et s , ainsi (pic cela arrive pour le 
cas particulier où les deux spbèrcs sont égales à cause de l’égalité qu’il 
y a alors entre les quantités A, B ; A' et B’. 

Toutes les formules précédentes dépendent essentiellement des quatre 
intégrales définies A' , B', Y' et Z', dont je vais donner une Table 
qui sera souvent fort utile. Les deux dernières sont , par leur nature , 



(*) Vnvtr page lll de son second Mémoire. 
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telles qu’il est impossible de les exprimer sous forme finie à l aide des 
deux premières. Le rapprochement des équations (45), (46), (53) et (54) 
suffit pour démontrer que l’on chercherait envain une équation propre 
à rabaissement des transcendantes Y ' et Z'. Mais un examen attentif 
fait sur les valeurs numériques des trois intégrales A ' , B 1 et Z 1 laisse 
entrevoir qu’il existe entr’cllcs une équation assez simple. Effectivement, 
j’ai trouvé que , en prenant 

p s= 1,04765 , <7 = i,a 3 i 5 o , 

l’on avait , par une approximation souvent suffisante , l'équation 

(0 aZ's^.uff+ v^n .a/ ; 

r (a+ao) 


c’est de quoi l’on peut avoir une preuve arithmétique en jetant les yeux 
sur cette petite Table comparative. 
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TABLE DE§ IMTÉCRALES 


aA'z 


* i 

•— i ldt ( r ^- x \ 

( a + b)j S _ t J ■ a,i -bjjttyl _ t A 

O O 

I 

■ 'KG) ; 

O 

■ z = j ^- J J ‘ rA ( r ^- 'KO) . 


aA ’ 


o, 693 1 5 

o, 85 161 

°>9 ,a5 7 
o, 79367 

o, 94a36 
o, 76666 
o, 95903 
o, 88809 


a B ’ 


a Y ' 


o, 6 g 3 i 5 

0, 9880a 

1, i4455 
o, 86706 
',34094 

0, 81643 

1 , 3 o 33 g 
b 0 "673 


o, 91 588 
°> 9/474 
0, 99035 
o, 95874 
0,99511 
o, 95034 

O, 99718 
0,98547 


aZ ' 


0 , 91888 
1, 56360 

a, 00839 

1, 34467 

3, 33895 

1, >5993 

3, 56g4 9 
',73751 


B ' 

A ' 


1, 00000 
1, 16017 

1, a543i 

1,09347 

», 3170a 

1 , 06006 

1 , 35906 

1, 31 34 » 
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a Z ' 

B ' 

Â ’ 

1,39407 

1,11721 

1, o4332 

1, o5o37 

2, 75595 

[,3g664 


o, 74°54 0,77068 o, g4a53 i,o85o5 1,04069 

0,97641 i,38gai 0,99882 2, 90615 1,42277 

0,92978 (,19781 0,99326 2,18098 1,28826 

0,87759 1,04992 0,98812 1,72900 1,19635 

0,82624 0,93260 0,97183 1,4640g 1,12846 

0,77801 0,83743 o,g53o5 1, 2o444 (,07638 

0,73336 o, 7685 1 0,93520 1,04199 1,08429 

0,98(11 (,4 (206 0,99920 3,02585 1,43924 

0,89728 1,10123 0,98740 1,87667 1,22729 

0,80772 0,89464 o, g635o 1, 3335 1 1,10761 

0,72836 0,75007 0,93269 i,0244< 1,02980 

0,98465 i,43<)44 0,99940 3,(2646 1,46187 

0,95184 1,27645 0,99633 2,47io5 1, 34104 
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b 

a 


a B' 

a y 

aZ' 

B' 

A' 

4 

9 

o, 87178 

1,03476 

0,98175 

1, 69302 

1, 18696 

5 

9 

0, 83 1 80 

°> 944*5 

0,97104 

1, 45242 

1, 13507 

2 

9 

0, 75780 

0, 8 oon 5 

0,94521 

1, 12699 

1 , o 5668 

8 

9 

0, 7143 1 

0, 74537 

0, 93087 

1,01117 

1, 02908 

1 

IO 

0,98724 

1,45782 

o, 99955 

3 , 21145 

1, 47666 

3 

i 

0,92466 

1 , i 8 i 32 

°.99 : *44 

a, 12640 

‘,27757 

i 

10 

0, 78267 

0, 84610 

o,95477 

1, 22401 

1, 08107 

JL 

10 

0, 72108 

®, 73799 

o,9 3 959 

1, 00074 

1, 02344 

1 1 

0,98922 

>,< 73*7 

0, 999 e5 

h> 

CD 

O 

VI 

', 4 8 922 

3 

0,964g 1 

1, 33 157 

0, 99806 

2, 66826 

', 3 7999 

3 

1 1 

0,93441 

1, 21 333 

o, 9942 o 

a, a 3 a 8 o 

',29849 

4 . 

I I 

0, 90 1 56 

1, 1 i 352 

O, 98 o 33 

*,96064 

1, 335 10 

5 
1 1 

0, 86809 

O, (>2660 

0, 98086 

1, 8 l 38 o 

1, 18209 

_6_ 

1 1 

0 , 83536 

0,98194 

0,97209 

1, 47*38 

1, i 3 g 55 

JL 

I 1 

0, 8 o 385 

0, 88695 

0,96221 

1, 31676 

I, 10337 

8 

ii 

0,77381 

0, 82966 

0,95*47 

1,08888 

1,07219 
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nA ' 

a IV 

aY ' 

a Z ' 

B ' 

A ' 

o, 745 i 2 

0, 77860 

0, 94007 

1, 08214 

i,oj49 3 

0,71847 

0,73369 

0,92882 

1,00724 

1, 021 18 

°> 99 ° 7 5 

1,49575 

°. 9997 2 

3 , 3468 i 

1,60972 

0, 8819(1 

1, o 5659 

0, 984 1 2 

«, 7 5 994 

1 , 1 8 1 56 

0, 82707 

0, Q 2386 

0, 96809 

1,39096 

1, 1 2282 

0, 71630 

0, 7301 5 

0, 92213 

0 , t) 856 G 

1, 01932 

0, 99203 

«.49777 

°» 99977 

3 . 40199 

1, 60818 

0, 9733 1 

1, 37282 

0,99830 

2,83447 

1,41009 

0, 94896 

1 , 26534 

0,99288 

2,51619 

i, 3334 i 

0,92184 

1, 17216 

°> 99 l 97 

2, 0981 1 

1,27154 

0, 89374 

1,09419 

0, 98666 

•i 95' 3 7 

1, 22428 

0 , 86554 

1, 02043 

0, 98023 

i ,64834 

' 7®95 

0, 83790 

°. 9 5 7 5 9 

' 

0,97284 

1, 3 T 538 

1, 14285 

0, 8 ia 5 1 

0, 90531 

0,96458 

1 , 34802 

1, 1 1 4 ■ ■ 

0, 79073 

0, 83938 

0,95571 

1, 18817 

1 , 06 1 40 

0, 76047 

0, 80557 

0,94628 

1, 1 366 1 

1,05917 
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i 

aA' 

aB' 

0 y 

aZ’ 

B' 
A ' 

H 

o , 73690 

0,76446 

0, g 3646 

1, 05397 

1, 03740 


0,71447 

0,73717 

0,93433 

0, 951 58 

1,01777 


0, 9930 J 

1, 50730 

°, 999 83 

3 , 46 oa 3 

1,61778 

3 

•4 

0, 95447 

1, 38686 

0, 99665 

a, 4964 1 

1, 3485 1 

£ 

>4 

0, 90 385 

1, 11847 

°, 99617 

1, 93 ii 4 

1,33744 

9 L 
• 4 

0, 801 56 

0, 88383 

0,96147 

1, 3 o 448 

1, 10137 

1 

0,7539a 

0, 79348 

0,94435 

1, II 790 

1, o 5 a 53 

H 

0,7 1391 

0,73464 

0, 93095 

I, 09750 

1, 01644 

i 5 

0, 99385 

1,51579 

°» 999 8 6 

3 , 493 o 5 

1, 5 a 363 

1 3 
73 

0,97900 

1, 40379 

°i 999 ° 3 

3, 96834 

', 4338 g 

4 

73 

0, 93593 

1, aiao 3 

°, 99 330 

3, 35778 

1, 39498 

75 

0, 86367 

1, 01601 

°» 9797 3 

r, 6564 a 

1, 17639 

8 

i 5 

0, 83968 

0,96143 

0,97140 

1,4947 3 

b ‘4499 


4o 
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b 

aA’ 

aB' 

a y 

aZ' 

B' 

a 





A' 

1 1 

75 

0,77186 

0, 83G06 

Oy ()5060 

1, 3853 t 

I, 

i 3 

i 5 

0, 7308 1 

0, 75417 

°I 93379 

i,° 3 i 99 

1, 03196 

1 5 

0,71169 

0, 7 aa 3 i 

0,93471 

1,03714 

1,01493 

1 

30 

0,99640 

1, 54610 

°> 99994 

3,66106" 

~ 1, 55 o 38 


Cette Table a été calculée d’après les formules (80), (77), (86) 
et (9a). U est facile de calculer par sou moyen les formules (69), (70) , 
(66) et (67). Mais, pour en rendre l’application plus facile j’ajoutera i 
que, en posant l'équation E'-}- E" — E , et regardant E\ E", comme 
les quantités d’électricité , suivant lesquelles se partage entre deux sphères 
conductrices et isolées, mises en contact, une quantité donnée E d’élec- 
tricité qui leurs a été communiquée avant de les mettre en contact ; 
l’on a : 


Pour la sphère du rayon a; 



E. 


Pour la sphère du rayon b \ 


£•"=- 


b‘ B' 

a 1 ' A' 

V B' 

" a' ZP 


Les intensités électriques Y et Z «pii se trouvent sur les points op- 
jiosés au point de contact sont telles que l’on a ; 

Maximum de l’intensité sur la sphère du rayon a ; 

.£_ a y . 

1 ~~ 4 n a' a A' ’ 
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Maximum de l’intensité sur la sphère du rayon b ; 

E" a Z' 

JnF'ÔW ' 

Voici la Table qui donne, pour les mêmes valeurs de -, celles de 

E ' E " 

T ; H * 


b 

a 

E' 

F 

E" 

E 

b 

a 

E' 

E . 

E" 

F 

i 

o, Soooo 

0, 5 oooo 

1 

6 

0 , 96166 

0, 03734 

; i 

3 

o, 77 5 ‘7 

0, 2 3483 

5 

s 

0, 58 o 48 

0,4195a 

I 

3 

o, 87768 

0, iaa 3 i 

1 

7 

0 » 97‘79 

o, 02821 

3 

3 

0, 67315 

0, 3 a 685 

3 

7 

0, 90485 

0, 095 1 5 

1 

l 

0,91395 

0, 07605 

3 

7 

0, 81986 

0, 18044 

3 

* 

0, 6 a 535 

0, 37465 

4 

7 

0, 73074 

0, 36915 

1 

s 

0,94843 

0, o 5 i 57 

5 

7 

0, 6455 1 

0, 35449 

;a 

5 

0, 33753 

0, 16146 

G 

7 

0, 563 ai 

0,43179 

3 

5 

o, 7 i3, 7 

0, a 8683 

I 

8 

0,97801 

0, oaigS 

4 

5 

0, 59803 

0,40197 

3 

1 » 

0, 85 a 8 a 

0, 14717 
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MÉMOIRE SUR I.À DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ ETC. 


ADDITION AUX §§ III ET IV. 


Les forces T et T' dout nous avons donné l’expression vers la Gn 
du § ni peuvent être écrites ainsi ; savoir 

De cette manière l’on voit , cpie chacune de ces deux forces peut être 
considérée comme composée de deux forces ; desquelles, une est due à 
I attraction , ou à la répulsion , du petit segment ayant y pour flèche , 
conformément à la démonstration exposée dans le § IV. Mais sur cela, 
il importe de faire une distinction entre ce qui se passe dans le cas de 
l'équilibre électrique d’une seule couche , et ce qui se passe dans le 
cas de l’équilibre électrique entre plusieurs couches. lorsque plusieurs 
corps électrisés sont en présence, et que leur équilibre est établi d’une 
manière permanente , il faut ajouter aux forces précédentes la résul- 
tante due à l’action des autres couches qui couvrent les autres corps. 
Soit R la composante , suivant la normale , de cette résultante : elle 
sera sensiblement la même pour les points placés i la surface de la 
couche extérieure , et pour les (joints placés entre les deux surfaces ter- 
minalriccs de la même couche. Donc les valeurs complètes des forces 
T et T' seront 

T =/?-(- a il j^.-f-etc.^— 2ity , 

Mpis , par hypothèse , le fluide électrique est en équilibre sur tout 
point appartenant à la couche que l'on considère , et placé entre les 
deux surfaces qui la terminent : donc un tel état exige que la force 


t 
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désignée par T soit nulle: et alors l'élimination de H entre ces deux 
équations donne 7” = 4 C’est-à-dire que la force normale à la sur- 

face extérieure, laquelle est balancée par la pression de l’air ou, peut 
être, par l'action même de la matière du corps conducteur, sera tou- 
jours exprimée par 4 , et par conséquent proportionnelle à l’épaisseur 

de la couche. Et cette importante conséquence aura lien , soit que la 
couche électrique soit unique et en équilibre par elle-même, ainsi que 
cela arrive dans le cas considéré au § II ; soit que l'équilibre de la 
couche ait lieu sous l’action simultanée des forces émanées des points 
qui la composent , et des forces émanées des autres couches qui sont 
en sa présence. Tel est le motif du succès de la vérification faite par 
Poissoa dans le N.‘ (ao) de son premier Mémoire, pour le cas de l'équi- 
libre électrique entre deux sphères. Et tel est aussi le motif qui justifie 
l’emploi du plan <T épreuve pour mesurer les rapports des intensités 
électriques. Toutefois il ne sera pas inutile d’analyser en pen de mots 
cette méthode. 

D’après les formules que nous avons données au § IV , l’attrac- 
tion ou la répulsion exercée par un cylindre homogène sur un point 
placé sur le prolongement de son axe à une distance fi du centre île 
sa base , sera exprimée par 


rpuJuiz. 

HJ 




fi)dz 

771 


En intégrant d’abord par rapport à z, l’intégrale indéfinie sera 


— anudu ju , -t-(z-t-|S) , j *-t-Const. : 
et comme elle doit commencer avec z = o , l’on a 


— an u du . 

Maintenant si l'on fait ici z = //, l’on aura pour l'attraction totale 


/ udu / udu 




nsan]/ — an]/ u‘-\-(H-*-fi )' — anjS-f-an(J7-t-, l 5) . 
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Donc , en désignant par u’ le rayon de la base du cylindre , il faudra 
faire u — u, ce qui donne 

Q' = arr J//-4-V |9 *-»-«'» — Ÿ j . 

Cetlc formule peut être considérée comme une exteusion de celle dé- 
signée par l'équation (au) au § IV. 

Lorsque le cylindre est réduit à un disque , il faut regarder u ' 
comme quantité fort grande en comparaison de H : et si en outre fi 
est une quantité du même ordre de petitesse que H , Ton pourra ré- 
duire cette valeur de Q' à Q' = 2 i:U. Or en mettant un disque eu 
contact avec une surface électrisée et conductrice , il y prendra autant 
d’électricité qu’il eu faut pour balancer la force 4 n JT qui a lieu sur 
l’élément touché de cette surface: en conséquence, l’on aura l’équation 
4rc/ = 3n//, laquelle donne Hs=i 2 jr. Cela revient à dire, que l’épais- 
seur de la couche électrique qui couvre les deux faces opposées du 
disque, et non l’épaisseur matérielle du disque, doit être double de 
répaisseur y qui a beu sur l’élémeut de la surface touché avec le plan 
d'épreuve. Telle est aussi la conclusion à laquelle Coulomb est parvenu 
dans un de ses Mémoires (*). Mais sa démoustration a un vice radical 
duquel il faut l'affranchir pour la rendre rigoureuse. Au beu de con- 
sidérer comme nous venons de le faire un disque physique chargé d’élec- 
tricité, Coulomb considère l’action d’un plan électrique circulaire sur im 
point placé sur la normale élevée par sou centre à la distance fi de 
son centre. En nommant Z cette force , nous aurons 


*■//; 


.5 it x J y 




où x et y sont les coordonnées d’un point quelconque du cercle. De là 
l’on tire 


Z = fi I d x 




j 




-4- Omit. 


VojM page (T7G du Volume de l 'Académie de» Science» de Viril pour l’iooee 1TSS. 
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Soit x'-i-j* = u'* l’équation du cercle: il faudra intégrer depuis 
yz=z — Y u’* — x* jusqu’à J‘=Y u 1 * — x* : ce qui donne 


, = , 3 f . 


Maintenant, si l'on double cette intégrale, il viendra 


U f U 1 

4P / àx . — j / ilx 

Ÿ P‘^u“ J Ÿ u'*— (?'+x')Y uf‘-x‘ 


d’où l’on tire 


Z= 27t J I 




Et, en multipliant cette valeur de Z par l'épaisseur H du plan, c’est- 
à-dire par l’épaisseur de la couche électrique qui couvre le disque, l’on 
aura , comme Coulomb; 


//Z = a ît // 


Or, en rapprochant cette valeur de HZ de celle de Q' trouvée 
plus haut , l’on voit, que ces deux expressions ne peuvent pas être 
identiques. Mais il est vrai de dire que leur différence s’évanouit, sen- 
siblement , lorsque le rayon u' du plan circulaire devient fort grand eu 
comparaison de l'épaisseur H et de la distance J3. 

Coulomb ne parait pas avoir remarqué que l’intégration relative au 
disque était plus facile que celle relative au plan circulaire', autrement, 
il n’aurait pas dénaturé la question par un artifice qui semble infirmer 
la démonstration qu’il voulait établir , en pénétrant par la théorie le 
secret de son plan d épreuve. 

Dès que ce plan est éloigné de 1a surface électrisée avec laquelle 
il a été mis en contact , quoique isolé , il ne peut pas retenir l'élec- 
tricité qu’il a enlevée avec la distribution primitive. 11 est évident que 

4 > 
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» celte distribution succédera celle qui convient à l'équilibre de lu 
couche qui couvre les deux faces du disque : c’est-à-dire , que régis- 
seur électrique y deviendra variable conformément à la formule donnée 
par M. Biot à la page 377 du second Volume de son grand Traité de 
Physique public en 1816. Mais, comme nous supposons d’une fort 
petite étendue le disque employé pour plan d’épreuve , son action sur 
un autre petit disque électrique qui en est éloigné de plusieurs fois son 
diamètre sera, sensiblement, la meme que si la couche y était unifor- 
mément distribuée. Car celte propriété a lieu, même pour des sphères 
électrisées qui agissent sur un point éloigné de leur centre ainsi que 
l'on peut mieux s’en convaincre par les calculs exposés dans le § XIII. 
D'après cette considération on ne doit pas craindre que les expériences 
faites avec le plan d’épreuve puissent être influencées par l’épaisseur 
variable de la couche électrique qui le couvre. 

Néanmoins s’il s’agissait, non d'uu corps conducteur de figure quel- 
conque, mais d’une sphère dont l’épaisseur électrique primitive serait Y 
et devenait y après lui avoir applique tangcnliellement un disque assez 
grand, l’on pourrait par l’égalité des masses du fluide électrique établir 
l’équation 

(Y- f) S=*S‘ r ; 

où S et S' désignent, respectivement, la surface de la sphère et celle 
du disque. Cette équation mise sous la forme 

SJ'=(S-*-aS' )j 

est celle qui, expérimentalement, à été vérifiée par Coeuova avec la 
restriction dont il parte à U page 6-5 du Volume cité plus haut 
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NOTE 

sur l'équation (.-) donnée dam le § XXVII. 


En réfléchissant sur le mode d'existence de cette équation , j’ai pensé 
qu’elle nous découvre une forme algébrique, propre à pouvoir calculer 
avec avantage les expériences faites par Coulomb avec plusieurs globes 
que l’on met en contact sur la même ligne droite après les avoir élec- 
trisés. Pour cela, en considérant d’abord le cas pins simple où les globes 
sont égaux il suffit d'accorder: j.“ que l'action de toute couche élec- 
trique en équilibre sur un quelconque des globes intermédiaires , peut 
être calculée comme si toute sa masse était concentrée dans le centre 
même du globe , à l'égard d’un point placé au-delà des deux globes qui 
le touchent : a.° que l’action des deux couches qui sont, l’une à droite 
et l’autre à gauche dn point de contact dont on considère l'équilibre 
!>eut être exprimée par une formule semblable à celle qui constitue le 
second membre de l’équation (t) : 3.* que la distribution du fluide élec- 
trique est tout-à-fait la même pour deux globes quelconques équidistans, 
l'un du premier et l'autre du dernier de la file : 4-° qtt’il suffit d’établir 
l’équilibre électrique pour les points de contact seulement. 

Nous allons faire voir , que le calcul fait d'après ces hypothèses sa- 
tisfait assez, bien aux expériences de Coulomb. D’abord, considérons trois 
sphères égales : alors, l'cquilibrc du point de contact du second avec 
le troisième globe est exprimé par l’équation 

_ j . 3< /“^nî — j — j 

P A W+ Q A 0\— '*(.) > 

où yi,,i , y/,,) , sont, respectivement, les épaisseurs moyennes des 
couches électriques sur le premier , le second , et le troisième globe. 
Il suit de là que 
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doue, en substituant pour p et q leurs valeurs, c'est-à-dire 

p -= 1,04765 ; < 7 =: i , 33 i 5 o , 

l'on aura 

■^( 1 ) = *, 44 a 4-^t») ■ 

Coulomb a trouvé, par une moyenne entre vingt expériences, 

^ ( „=,,34 (*). 

Il y a donc dans celle déduction une erreur en excès d’un quinzième: 
on pourrait la diminuer en prenaut (comme Coulomb) p = 1 et q 2 = 1 . 
Mais alors, l’accord du calcul a priori et l’observation serait moins sa- 
tisfaisant pour les cas de six et de douze globes égaux que nous allons 
calculer successivement. Pour celui de six l’on a, par hypothèse, 

j •; A { ,j = A w , A w = A m . 

Ainsi, les deux équations pour l’équilibre du premier et du second point 
de contact, sont 

. . a . a a a 

J* (3) H" ÿ I<*(,) î 

a a a a 

Or, en résolvant ces équations, avec les valeurs précédentes de p et q , 
l’on trouve 

■^(0 — 1 y 5o63 . A^ ; ^(») =I »o6i5.^{i) , 

tandis que Coulomb a trouvé par expérience 

^•) = 56. ^(j) î 4i) = i»°53-^(j) (**)• 

La proximité de ces deux résultats est propre a donner une idée favo- 
rable de la formule ( 5 ). Poursuivons celte recherche en considérant ta 
globes égaux: alors l’on aura 


(•) Voyez page 418 du Volume de l'Académie des Science* de Pans pour l'annee 1787. 

(*•) Voie» page* fiîO cl 6îS du Volume cil* pour l'anuéc 1788. 
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dm ■ 


Au) — Ai) ; 


Au) — A M ; 


A ha) ■‘4(1 


A)i.) A {x ) ; 


A{>%) ^(1) i 


et il faudra résoudre les cinq équations suivantes pour établir l’équilibre 
entre les cinq points de contact qui se suivent sur la ligne qui joint 
les centres des globes ; savoir 

d i'. = P d »)"♦"?• ÿ A ()) -t- 5» d*) ’+'y* A& *+■ ^ 


2 2 

-+- jyA m + TyAr 


2 2 2 


2 20 2 2 2. 

P A u) •*‘ < l • 51 Aw =pA( i, •+- y A M + y A w h- A m ^ 

2 2 2 2 2 
■+ — 73^0 Jjt A w -H— . A w ; 

yA w +p A (,)•+■ J? A M 


2 

1 1 * 


*0)-*- 77»^u]*+-yy> 


2 2 

.^w ; 


YAw*~ A al -t-pA M =pA m -i—3 ; A w ^-^ i A (i) -i-—.A lt) 

2 2 - 2 . 

■^T? 1),+ a* ’ - *" Ï5“*w 5 

^ i A { , ) -*-yA^-*-yA l y t -*-yqA w -*-pA ii] 

2 2 . 2 2 2 2 

= pA lM -h yq A^-t-yA^-t-yA^-j-ÿA^-t-y^A^-*- ^yA( t) . 


De sorte que, si l’on fait 

ir= "J M J 7 = y 

-*(*) -v wi 


*=4^, 
^ 16 ) 


u=zdai 

A m 


v=^i i 
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l’on » ces équations 


'(-à)" 

' (I- Tf) +J ' (?*“ ,S‘) ‘ (c — T V) — ^ 77") 

-(ï*j)-G+f) 1 


En les résolvant avec les précautions convenables pour avoir la certi- 
tude que le résultat est exact, l’on trouve; 

ar=t, 635 i 6 ; /=t,o 8438 ; 1=1,06949 ; 

u= 1,01700 ; 0=1,00881 . 

De là l'on tire - = 1,5079. Ainsi nous avons 
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635 * 6 .^ ; ^,,,= 1,5079. . 

Coulomb a trouvé par expérience 

*> 7° ••'^(‘1 i ^(i; = 5 o . //(,) , 

conformément à ce qu’il nous a laissé écrit dans la page 6 i 5 du Volume 
de l'Académie des Sciences de Paris pour l'année 1788. Certes on ne 
pouvait espérer un plus grand rapprochement entre la théorie cl l’ob- 
servation. Mais cet accord est dû , en partie , à l’introduction des 
deux cocfficiens numériques p et q avec lesquels nous avons modifiées 
les équations établies par Coulomb dans la page 637 du Volume que l'on 
vient de citer. Et afin de conserver à ces équations toute la ferre qui 
leur est inhérente , nous avons voulu les résoudre avec toute la rigidité 
mathématique, en repoussant le mode d'abbréviation employé par Coulomb 
pour éviter la longueur de ce calcul. 

La quantité qui demeure indéterminée dans l'évaluation de ces rap- 
ports est censée comme par la quantité totale E tle l’électricité com- 
muniquée aux globes avant de les mettre en contact. Car dans le cas 
de douze globes, par exemple, l’on a l’équation 

ou bien, 

£ = 8 n a'. A m ( t x - 4 -j ■+■ z ■+• u v ) ; 

a étant le rayon des globes : ce qui revient à dire que la valeur de A y 
est tout-à-fait déterminée. 

L'on peut calculer d’une manière analogue les expériences de Coulomb 
relatives à des sphères égales mises en coutact avec une sphère d'un plus 
grand diamètre de manière que leurs centres soient sur la même ligne 
droite. D’abord, pour deux sphères égales mises en contact avec une 
troisième d'un rayon quadruple l'on a , pour l’équilibre du premier et 
du second point de contact, les équations 




j j , a ^( t )'4 . 


où est l'épaisseur moyenne de l’électricité sur le plus grand globe \ 
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,é (x) l'épaisseur moyenne sur le globe qui lui est immédiatement en 
contact; et A^. l’épaisseur moyenne sur le troisième globe égal au second. 
Sur cela il importe d’observer que, pour des globes inégaux , il convient 
de faire p=i et q—i. La seconde de ces deux équations est établie 
d'après ce principe. Il suit de là que l’on a 



81 ■+-q3.p 

8 1 — 56 .q 


= a, 55 i 9 


^w= 0 » 5 7 a 79 -^w ! •<„='> 4617-^(0 - 


Cou 1.0 MB a trouvé, par expérience, a, 54 (*). 

Pour le cas de quatre globes égaux mis en contact avec le globe 
quadruple, l'équilibre électrique pour les quatre points de contact qui 
se succèdent exige que Ton ait ccs quatre équations; savoir 


— p A,, : -+- J A { J, -+- j-, A m -h —,A w ; 
g* = P -J? ji A { 55 ; 


iqA 

fl) , 3 A,,, . a ^,,.4* _ , 

• -f- — pi — — » = S*:\ 


Mo-*— ÿ- 1 — s« — ■ — n? — 


En faisant 
Aji) 


nous aurons : 


y — ~T - i 

* (0 


djs 


■^(0 ’ 


3 3 3(1 

■+• 37 ~A-pu = i ; 

3 30 8 

5 ;.*+f,J + pz-u = - » 


3 q 

3 


t a<7M 1 

I X+pj—p* £- = - ; 

302 3U 8 

-PS — * 


'(■) Vojci page 633 du Vehime de l'Académie de» Science» de Pari». po*f l'année 1788. 
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En résolvant ces équations l’on trouve; 

■*■= >>73906 ; ^=1,04915 ; 

a = o, 97067 ; «=:o,55348 > 

d'où l'on lire 



= 3, 1 340 . 


Coulomb b trouvé, par expérience , — =3,4® (*). Cela suflit pour dé- 
montrer que les calculs faits d’après le principe précédent peuvent, an 
moins par approximation , donner les résultats de l’observation directe. 


NOTE 

où , d'après l’observation du seul fait général que l’électricité 
libre se porte à la surface des corj>s conducteurs, on démontre a 
priori, que la loi de sa force répulsive doit être celle de la raison 
inverse du carré de la distance. 

Soit dm la masse d’un élément différentiel d’électricité positive on 
négative , et r~ m la puissance de la distance qui exprime son action sur 
un point chargé d’électricité libre qui en est à la distance r. En dé- 
signant par jc,jr,z les coordonnées rectangulaires de l’élément dm, 
et nommant a, b, c les coordonnées du point attiré ou repoussé, sui- 
vant qn’il possédera une électricité de nom contraire ou de même nom, 
l’on a l'équation 

r‘=(x — — b)' - t-(s — c)’ . 


(*) Vojci page G3G du Volume de l'Academie dea Science* de Paris , pour l'année 1788 
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Et l’on sait que pour avoir les composantes de la force totale , due à 
une masse donnée de fluide électrique , qui d’une manière quelconque 
aurait acquis un état d'équilibre, la question consiste à avoir la quan- 
tité V , telle que l’on ail 




cette intégrale étant étendue à la totalité de la masse agissante. Alors, 

les coelliciens aux différences partielles donnent les 

composantes rectangulaires de la force qui sollicite le point déterminé 
par les coordonnées a, b, c. Donc, il est impossible que ce point 
demeure en équilibre en le plaçant dans un point quelconque d’uu 
espace fini, si l'expression de V ne résulte pas indépendante des coor- 
données a, b, c qui déterminent la situation d’un point de cet espace. 
Or il est évident par soi-même, que pour tout point extérieur à la masse 
attirante, de manière qu'il ne soit pas entouré par elle, l’équilibre est 
impossible; car, cela revient à dire que ce point est soumis à l’action d’un 
nombre infini de forces , qui toutes sont dirigées vers la même région 
de l'espace. Mais si la masse attirante est, dans sa configuration, sem- 
blable b une couche fermée , ou à une couche cylindrique , alors on 
conçoit que les points électriques placés dans l'espace vide qui constitue 
la cavité de la couche , étant soumis à l’action d’une infinité de forces 
dont une partie est dirigée dans un sens et une partie dans le sens 
contraire, il n’est pas, de prime abord, absurde de dire que l’équilibre 
peut être possible. Mais, en analysant de plus près ce qui se passe dans 
ce cas on est amené à conclure que cette possibilité exige , pour être 
réalisée, que l'exposant n soit égal à 3. Le raisonnement qui conduit 
à cette conséquence est le suivant. L’équation 

rrr-. = l (x— tf)*! -1 " 7 " , 


par des doubles différentiations faites successivement par rapport aux. 
coordonnées constantes a, b , c donne 
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( V"*“' (n*— a)*— »(/t— :)(/ — 6)*— (n — i)(s — cf 

da % r*+* 


3a»: 



n)(r — b) % — (n — i)(ar— q)» — (n — i )(z—c) x 

r* + 3 


'* i (n‘ — n)(z — c)‘—(n— i)(æ— a)‘ — (n— i)( _? — &)• 

da‘ : prn ! 


d’où l’on lire 

U a * 


^ i)(» — a) 

r/£* 5 c* y.*»-»-» 


Donc eu multipliant par dm les (leux membres «le cette équation , et 
faisant ensuite l'intégration, il viendra une équation équivalente ù celle-ci; 


(I) 


d‘V 


d'y d'V , 
db' de' ” 



Elle exprime une propriété générale de la fonction V, et il faudra 
regarder comme incompatible toute forme qui ne pourrait pas la vérifier 
par identité. Mais on ne peut découvrir les cas d’exception sans consi- 
dérer séparément deux cas. Le premier est celui où le point attiré ou 
repoussé est absolument en dehors de la masse agissante : le second est 
celui où le point attiré ou repoussé fait lui-même partie intégrante de 
la masse agissante. 

Dans le premier, aucune des valeurs de la distance r ne peut devenir 
nulle, et par conséquent, aucun des élémens de l’intégrale I J 011 t 

J r “* 

les limites sont les mêmes que celles de V , ne passe par l’infini. Rien 
n’empéchc d’après cela de regarder l’intégrale comme une fonction de 
a, b, c, et de n, qui pour toute valeur de n conserve une valeur finie. 
Mais, dans le second cas, la circonstance qu’il y a des valeurs de r, 
susceptibles de devenir infiniment petites et même nulles, exige un 
examen plus approfondi , afin de rendre moins implicite l’expression du 
second membre de l’équation (I). Pour cela , je conçois une sphère dé- 
crite avec une rayon r”, telle que le point ayant a, b, c pour coor- 
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données soit, non à la surface, mais dans son intérieur, à une distance 
du centre que je désigne par d. C’est-à-dire que, en nommant od ,ÿ , s' 
les coordonnées de la surface de cette sphère , et a , j3 , y celles de 
son centre , l’on a ; 

r'*=(a — «)*-+•(* — j5)‘-+-(c—v)* ; 


r' , * = (x’— «)*-»■(/— P)*-+-(a' — v)‘ . 

En outre, je suppose le rayon r* assez petit pour pouvoir, même dans 
le cas de l’hétérogénéité de la matière qui constitue la masse totale , 
regarder comme homogène la densité p de cette sphère. De sorte que, 
si p était une fonction donnée des coordonnées a, b, c, l’on pourrait 
faire abstraction des variations de cette fonction dans toute l'étendue 
de cette sphère. 

Actuellement, j’imagine la masse totale à laquelle se rapporte l'in- 
tégrale J comme composée de deux parties, de manière que 
l'on ait 

T dm C dm f" dm 

(lI > JF^= J r- + J^> 

et je regarde l’intégrale affectée du signe J comme appartenante à la 

sphère. Or, en appliquant ici la formule générale pour évaluer , 
par les coordonnées polaires , toute intégrale de la forme 


v-f £ 


l'on trouve que, pour une couche sphérique homogène ayant une épais- 
seur égale à d' —d, l’on a, relativement à un point placé dans sa cavité, 
à la distance c de son centre ; 


(<) 


V'= 


*- h c)'~-d'(d'-c)~-d(d+c)"+W-c)‘- 


c(i— n)(a— n)(3— n) 


J ('"-t- c) (r"-c) id+cŸ-M'-'-cŸ- . 
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/ dm 

—— — , pour le cas où le point attiré ou repoussé 

est placé en dehors de la couche à la distance c J de son centre , l’on 
trouve 

<»> U"= 

c'(i—n)(i—n ) 1 ^ V-*- } 

En faisant r J =o , celte formule donne pour une sphère entière; 

Ul O 


(*) En faisant i»t=o , el nas — 3 celte formule démontre que , dans cos deux cas , l'attraction 
des spbèrc* a lien comme ai tonte leur masse était concentrée dans le centre même. Car pour *= o 
elle donne 

U ^r—f — , 


et pour « = — 3 elle donne 


— '-U"=— — ^r " 5 i 


d'où I on lire en difïérentuat par rapport i c’ ; 

dU" _M 
dd == c n ’ 


- = d/.c' ; 


M étant la masse de la spbere. Il est clair qu'une loi composée de la gomme de deux termes sem- 
blables aurait aussi la même propriété (voyez Tons. 1. de la Mécanique Céleste page 143). Mais 
dans le cas de n= — 3 , c’est-à-dire d’nne action mutuelle en raison directe de la distance , on 
démontre de plus que toute masse, quelle que soit sa forme, attire comme ei la maaae entière était 
réunie à son centre de grnsité. 

r- U" 

En posant y = — ■ ■ ■ - , 1a formule (3) donne 

* fl-4- I 

dr t an/> l (c’-s-r^)»— — (e— t*)*— j 

~~ d \ i — n‘) (3— i») ’ j_(3— i *)— *li ’ 

ce qoi s’accorde avec la formate (B) donnée puLiruct dans la page 101 du cinquième Volume de 
la Mécanique Céleste, 
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Et en posant c' —r 1 ' dans cette dernière formule l’on aura (pourvu que 
les exposons a — n, 3 — n ne soient pas négatifs); 


( 4 ) 


U"-. 


27tp 


(i— n)(a— n) 


K)- 


( a ry 

(i— n)(a— n)(3— n)' r" 


anp 


pour le cas où le point attiré serait placé à la surface même de la 

sphère. 

Cela posé, si l’on fait c=/*', la formule (i) donne 

(5) U' = 

. -, | ( r "-i- r' )*— —(r / '—r J )*— ! ( a /■')>— 

(,_„)(a— n) r' P ' ' ' I (î— n)(a — n) V r 

-/ w- 3 - ^ — i!(r''-t-r , ) 1 --(r"-r') 1 --(a^) i -! , 

(i — n)(a — n)(3 — n).r (' ' ' ' ' ’ 

pour le cas où le point attiré est placé sur la surface intérieure de 
la couche. 

Maintenant si l’on remplace r" par n* dans la formule (4), et si , 
après ce changement, l’on fait la somme [/’■+■ U" telle qu’elle est 
donnée par les formules (4) et (5), cette somme sera précisément égale 


/ H 

dm 

pm- 


De sorte que nous avons, 


à l’intégrale désignée plus haut par 
en réduisant , 

(ni) (»-»)J O'-O-j 

Donc, en vertu des équations (I), (II) et (III) nous avons, en gé- 
néral, cette équation remarquable, 

nv\ dv ^ d ' y - In f ' *• 

-f=nS |(r" 
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qui doit toujours subsister pour le cas où l'intégrale désignée par V 
se rapporte à un point de la masse agissante , où k densité y est égale 
à la fonction de a , b , c représentée par p. 

Après avoir ainsi établi les équations (I) et (IV) nous voyons d'abord 
que, dans le cas particulier de n = a, l’on doit interpréter comme ab- 
solument nulle la valeur de chacun des produits 

puisque, par leur nature, ces deux intégrales ne peuvent jamais devenir 
infinies. Mais alors le second membre de l’équation (I) se réduit à zéro, 
et celui de l'équation (IV) se réduit ù la quantité —4 np, indépendante 
des distances auxiliaires d et r". Donc, lorsque lu loi de la répulsion 
ou de l’attraction est la raison inverse du carré de la distance , pour 
tout point (a, b, c) extérieur à la masse agissante, la fouction V doit, 
satisfaire à l’équation 

d‘V d'V d'V 

(X) -dï+db'+lë ^ 0 5 


et pour tout point qui fait partie intégrante de la masse agissante , là 
où la densité y est égale à p , la fonction V doit satisfaire à l'équation 


(VI) 


d'V d'V d'V , 

*F -,_ 3F + 3F =_4 ’ r '’ ■ 


Or il est évident que cette dernière équation ne peut jamais être 
satisfaite en y luisant V= constante , à moins qu’elle ne soit relative à 
un point où la densité p serait nulle : ou , en d’autres termes , à un 
point extérieur à la masse attirante. Mais alors, c’est l'équation (V) qui 
doit être satisfaite; et celle-ci peut l’être effectivement d’une inGnité 
de manières , parmi lesquelles se trouve aussi comprise la solution 
V = constante. Donc, une masse dont les molécules se repoussent on 
s'attirent en raison inverse du carré de la distance , pourra se constituer 
sous une forme semblable à celle d’une couche, de manière que son action 
soit nulle par rapport i tout point placé dans sa cavité. Et cette même 
masse serait dans une agitation perpétuelle si l’on voulait la contraindre 
à remplir un espace d'une manière continue , quelle que fût d'ailleurs 
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la ligure tcrmitiatrice de sa surface. Toutefois ce raisonnement ne prouve 
pas a priori , que pour un corps conducteur de figure- donnée, et pour 
une masse donnée d'électricité, l'équilibre ne soit possible que d'une 
seule manière , quoique cela soit vrai en nature. Car on pourrait objecter 
i[ue la conditiou exprimée par [ équation V —constante , pourrait avoir 
lieu en variant de plusieurs manières la figure de la surface intérieure 
de la couche. Nous ignorons si la démonstration de cette vérité phy- 
sique a été trouvée pour un corps quelconque : mais il est certain, que 
cette imperfection ne porte aucune atteinte à la conséquence que nous 
voulons tirer ici. Nous demandons seulement qu’ils nous soit accordé 
que l’expérience démontre , que les corps conducteurs électrisés ne don- 
nent aucun signe d’électricité par rapport au fluide neutre qui demeure 
dans leur intérieur. De 14 il faudra en conclure : ou que la masse de 
fluide libre qui constitue l’état électrique de ces corps satisfait à l'équa- 
tion (I) parecque n = j : ou qu’il y a d'autres valeurs de n capables de 
satisfaire à l'équation (I) , en y faisant constante. Or cela est ab- 
surde, puisque le produit 



se compose de deux facteurs , dont le second ne peut jamais être nul 
par sa nature. Et pour savoir si l’équilibre serait possible avec une 
valeur de n différente de a sous la forme de masse continue , sans ca- 
vité, il faudrait toujours supposer b r — constante dans l’équation (TV), 
ce qui la réduit à celle-ci ; 



a es 

(i— h)(3 — n 


-y- . 


Iù on conçoit que cette équation étant susceptible d’être mise sous la 
forme de Fonct:(a, b } c, n) = o , ne pourrait jamais avoir lieu que poul- 
ies points appartenans à une surface tracée dans l’intérieur de la masse 
agissante , et non pour une inûnitc de points dont les trois coordonnées 
seraient indépendantes. De sorte que , en voulant attribuer à n une va- 
leur différente de a, l'on tombe à la fois sur la double impossibilité de 
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l'équilibre , soit à l étal de couche , soit à l'état de masse continue qui 
remplirait le vide qui existe entre les porcs de la matière pondérable 
et conductrice. La loi de Coulomb est donc la seule qui soit conforme 
aux phénomènes, et le seul fait général du transport de l'électricité 
libre à la surface des corps conducteurs, découvert par Beccaria (*), 
suffit pour l’établir a priori, sans la nécessité d’aucune mesure directe (**). 

Cette loi est , dans le fond, la seule qui soit strictement nécessaire 
pour parvenir aux formules données dans ce Mémoire. Cites subsistent 
également dans l'hypothèse d’un seul, comme dans celle de deux fluides 
électriques distincts. La cause intrinsèque des phénomènes peut être 
différente , mais les formules qui mesurent les forces développées par 
l’action électro-statique sont les memes. Il suffit d’accorder que les élé- 

mens de l’intégrale j puissent être, ou tous positiis, ou tous né- 
gatifs, ou en partie positiis et en partie négatifs, pour que l’équilibre 
électrique soit possible dans toutes les différentes circonstances qui peuvent 
avoir lieu. Après cela , l’on pourra expliquer l’opposition des forces en 
présence, soit avec l’hypotlièsc de Frakki-ir modifiée par Æpimus, soit avec 
l’hypothèse des deux électricités de Ddf aï conçue avec les idées de Stmmek 
et de Coulomb. Dans l’une comme dans l’autre, la loi des intensités élec- 
triques à la surface d’une sphère électrisée par influence , en vertu de 
l’action d’une autre sphère d’un plus grand diamètre , sera conforme à 
notre valeur de z fournie par l’équation ( 196 ) après y avoir fait J?=zo. 
Dans l’une comme dans l’autre, le cercle qui sépare les forces posi- 
tives des forces négatives sera déterminé par notre équation (aoa). 

Au reste , je pense que pour acquérir des notions exactes sur les 
deux hypothèses dont je viens de parler, on ne peut mieux faire que 
de lire attentivement un excellent Mémoire, Sur les forces qui régissent 
la constitution intérieure des corps , publié en 1 836 par mon illustre 
ami M’ O. F. Mossotti. La manière ingénieuse dont l’Auteur explique 
la co-existcncc de l’attraction et de la répulsion de la matière aura un 
jour une grande influence sur les progrès de la philosophie naturelle. 


(•) Voyei le* page* 195 et 194 «le l'ouvrage publié en 1T71 avec le tilre EleUricumo artificiel*. 

('*) On peut consulter sur ce même point un intéressant Mémoire de M. Joseph Relu, célèbre 
Professeur de Physique h l'Université I. el R. de Par», publié en 1840 dana le Tome XXII de 
la Collection intitulée : Mrmorit délia Socielà Ilalùma drlle Scient* résident* in àfodena. 
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